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En el presente trabajo se estudia una teoria supersimétrica anyonica pura en funcién de un campo
de gauge estadistico U(1), desde el punto de vista clasico y cuantico.

Para ello, inicialmente se sigue el método hamiltoniano de Dirac para obtener la estructura de
vinculos. Luego, con el mismo propésito, se analiza el modelo utilizando el método de Faddeev-
Jackiw. Posteriormente, se comparan los resultados obtenidos por ambos métodos.

Finalmente, partiendo de la estructura de vinculos, se lleva a cabo la cuantificacién utilizando la
integral de camino, y se obtiene la diagramética del modelo.

I. INTRODUCCION

En 1990, Hlousek y Spector [1] llevaron a cabo una for-
mulacién supersimétrica vélida para las teorfas cudnticas
Utilizando
el formalismo standard de estas teorias, esto es, con-
siderando un campo estadistico de tipo Chern-Simons
(CS), con simetria de gauge U(1), construyeron el modelo
supersimétrico con espin y estadistica fraccionarios, por
generalizacion directa del caso no supersimétrico. Esto lo

relativistas de campos, anyonicas puras.

hicieron considerando primero teorias minimales, esto es,
de tipo CS y luego teorias topolégicamente masivas. Por
supuesto, el primer resultado obtenido es que la super-
simetria conecta campos de espin 8 con campos de ¢cspin
s+ % “nando exploran el contenido en particulas y las in-
teracciones del modelo, notan que se requicre una interac-
cién anyon-anyon para que la supersimetria surja natu-
ralmente. Asi, la principal conclusién es que, en este tipo
de modelos, la interaccién entre anyones queda delermi-
nada como un requisito necesario de la supersimetria.
Este hecho puede verse desde un punto de vista general,
definiendo un acoplamiento minimal entre una adecuada
supercorriente conservada y un supercampo espinorial de
gauge.

En el presente trabajo se realizard la cuantificacion de
este modelo mediante el método de la integral de camino.
Para simplificar, se tratardn solamente teorias de tipo
CS. En este procedimiento se aplicaran las técnicas uti-
lizadas en teorias de CS cldsicas y cudnticas, en (2+1)
dimensiones, acopladas a diferentes tipos de campos de
materia.

El trabajo estd organizado como sigue: primero, se
introducen las definiciones de los elementos que se nece-

sitan para construir la accién supersimétrica cldsica en
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el superespacio correspondiente. Luego, se analiza la es-
tructura de vinculos del modelo y se obtiene el Hamil-
toniano total del sistema supersimétrico vinculado. Si-
guiendo el algoritmo de Dirac, se analiza la cuantificacién
candnica del modelo. Finalmente, se construye el forma-
lismo perturbativo utilizando el método de la integral de
camino [2].

II. PRELIMINARES Y ACCION
SUPERSIMETRICA CLASICA

Con la finalidad de construir una accién super-
simétrica, se introduce el superespacio de coordenadas
(z", 0,), donde 0,, @ = 1,2, es un espinor de Majo-
rana. La supersimetrizacién de los campos de materia se
obtiene, en forma directa, simplemente adicionando las
densidades Lagrangianas de campo libre bosénico, para
el campo escalar complejo ¢, y fermiénico, para el campo
Y. Luego, la densidad Lagrangiana de partida es:

Lo=Du¢*' D'¢—m?¢* ¢+ ¥ (iv" D, ~m) 9 +
2
(2.1)

A A,
donde la derivada covariante es: D, = 8, —ieA,,, siendo
A, el campo estadistico, de tipo CS y ¢ el pardmetro
estadistico.

A esta densidad Lagrangiana se le deben agregar los
términos correspondientes al partner supersimétrico del
campo de CS.

En el presente trabajo, se utilizard la representacién
(2+1)-dimensional del &lgebra de Clifford con matrices
v de Dirac de la forma: 1° = 02, 4! = io! y 9% = i03,
donde las o' son las matrices de Pauli.
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En el modelo considerado, para describir la super-
simetria en términos de los campos de materia se uti-
lizaron supercampos escalares complejos d(z*, 8,) y
®*(z", 6,). Para describir la supersimetria respecto del
campo de gauge A, se utilizaron supercampos espinoria-
les de gauge. En estos iltimos se involucra la conexion
de gauge A,, y su correspondiente superpartner A, (gau-
gino). Por simplicidad, en el modelo considerado, se tra-
bajé en el gauge de Wess-Zumino (WZ).

A partir de la accién supersimétrica en el gauge de
WZ en Ref. 1], la densidad Lagrangiana supersimétrica
minimal adopta la siguiente forma:

Lwz = Du¢* D'$p—m?¢* ¢+ (i+" Dy —m) v +
+ie (YA — Mpd*)

o2 2
+is yretes (2.2)

Se hace notar que si bien se ha utilizado ¢l califica-
tivo de supersimétrica para referirse a la densidad La-
grangiana (2.2), se sabe que al trabajar cn el gauge de
WZ dicha propiedad se pierde.

La densidad Lagrangiana (2.2) describe la teorfa inte-
ractiva de un campo ¢ de espin 8 = % con un campo
¥ de espin 8 = 1+ % (y sus conjugados). Ademis,
cuando ¢ — 0 los términos de interaccién desaparecen
mientras que la supersimetria permanece. Cuando la su-
persimetria es eliminada, el modelo se reduce al corres-
pondiente a un sistema anyonico (bosdnico o fermiénico)
ordinario, manteniendo su espin y su estadistica en forma
fraccionaria [3]. Puede verse, también, cémo la super-
simetria conduce naturalmente a interacciones anyon-
anyon dadas por el cuarto término de (2.2), a través de
los acoplamientos producidos por el gaugino.

Epwp A" OV AP —

III. ESTRUCTURA DE VINCULOS,
HAMILTONIANO TOTAL Y CONDICIONES DE
FIJADO DE GAUGE

Se analiza, a continuacién, este modelo en el con-
texto del formalismo de Dirac para sistemas Hamilto-
nianos vinculados. IEs interesante conocer la estructura
de vinculos, las condiciones de fijado de gauge y todos los
elementos necesarios para desarrollar el método pertur-
bativo, partiendo del formalismo de la integral de camino.

El espacio de fases se construye partiendo de la den-
sidad Lagrangiana (2.2). Los momentos canénicamente

conjugados a las variables de campo independientes estan
dados por:
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PK=0 y Pi= X%e‘jAj, (3.1a-b)
Pp=op—icAod y Pj=0bd’ +ieAos’, (3.1c-d)
T, = —iyy° Y n,=0 (3.1e-f)

M, =0 vy I, =0, (3.1g-h)

donde los indices latinos toman los valores i, j =1, 2.

Los paréntesis de Poisson entre pares de variables
candnicas conjugadas son los usuales.

Observando las ecuaciones (3.1), se halla que existen
seis vinculos primarios, dos bosénicos, (3.1a,b), y cuatro
fermidnicos, (3.1e-h). A partir de estos vinculos, se puede
construir el Hamiltoniano clasico total, Hr = _fd"’tl:HT,
donde 1a densidad Hamiltoniana Hr esta dada por:

2
Hy = Hogn + 0 4 b i & g,
(’]‘ { =+ b()AIA +b/1(PA 47{196 AJ)+

+foTly + (Ty + 77;/;’70) fo+ HIL+Thfa. (3.2)

Aqui, boa, bis, f ¥y f son multiplicadores de Lagrange.
Como es usual, Ja funcional H ., estd definida por:

Hean = APl +¢° Py + P} + Ty, + 911, +
A + My — L

. =PiPy+icA® (P — Ppd’) —
~82A5Ai¢'¢+m2¢'¢—éid>'6e¢ "
+ie A’ (¢0:¢" — ¢'0id) +
+m%/;—i%‘a-z/; ——ic (WA — Mypop*) —

——A° YA+ —,\,\

2 ATd (3.3)

Ahora, aplicando las condiciones de consistencia sobre
los vinculos primarios resultan dos nuevos vinculos:

Py =ie(¢p' Py — Pyo) + 2 96/1 et =~ 0 (3.4a)

Estos dos vinculos forman un multiplete y son las ecus-
ciones de movimiento de los campos no propagantes Ag
y A

Ademaés los multiplicadores de Lagrange b4, f,/, Y fu
en la ecuacién (3.2) quedan univocamente determinados.
De esta manera, quedan tres vinculos de segunda clase:
uno bosénico (el (3.1b)) y dos fermiénicos (los (3.1e,f)).
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Por cdlculo directo, se puede hallar una combinacion
lineal de vinculos de segunda clase que da lugar a un
vinculo bosénico de primera clase. Asi, el conjunto final
de vinculos estd dado como sigue:

(i) El vinculo de primera clase bosénico es:

2

T=e (3,-17; i a,-AJ-) ~ 0,

Amd (35)

(i) Los dos vinculos de segunda clase fermiénicos, que
se designaran con ) y §2, estdn dados por las ecuaciones
(3.1¢,f).

Se contimia el procedimiento construyendo los
paréntesis de Dirac a partir de los de Poisson y teniendo
en cuenta que al utilizar los paréntesis de Dirac se deben
tomar los vinculos de segunda clase como ecuaciones
fuertemente iguales a cero.

Consecuentemente, en el contexto de la cuantificacién
canénica, el Hamiltoniano cudntico del sistema vinculado
bajo consideracion se escribe como:

H} = / d% (Mean + a3, (3.6)
donde a es un pardmetro indeterminado y el vinculo
de primera clase asociado al mismo corresponde a las
simetrias de gauge del modelo. Finalmente, para com-
plelar la cuantificacién canénica, se reemplazan los
paréntesis de Dirac por los conmuladores o anticonmu-
tadores, a ticmpos ignales, de acuerdo a la regla usual.

Dado que en el sistema bajo consideracion queda un
vinculo de primera clase, X, para restringirlo al verdadero
espacio de fases debe imponerse una condicién de fijado
de gauge I =~ 0. Por razones de simplicidad, se elige la
siguiente condicién:

F=8,A =0. (3.7)

Cuando se implemente el procedimicnto de cuantifi-
cacién mediante el método de la integral de camino, se
utilizard explicitamente esta condicion de fijado de gauge.

Si en vez de utilizar el algoritmo de Dirac se hubiese
utilizado el método Lagrangiano alternativo de Faddeev-
Jackiw [4], en su versién supersimétrica [5,6,7) el con-
junto de vinculos es distinto. Al final del proceso itera-
tivo de Faddeev-Jackiw resultan solamente los vinculos
(3.4a) y (3.4b). Los vinculos primarios (3.1) no aparecen
como tales en este, algoritmo.

Para poder invertir la matriz simplética, cuyos elemen-
tos de matriz permiten obtener los conmutadores gene-

ralizados de Faddeev-Jackiw, se debe romper la simetria
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de gauge del potencial simplético mediante una condicion
de fijado de gauge, por ejemplo (3.7).

Vemos asi que el nimero de vinculos que resultan del
método de Faddeev-Jackiw es significativamente menor
que el nimero de vinculos que se obtiene a partir del
método de Dirac. Este hecho, en algunos casos, simpli-
fica sustancialmente los cdlculos produciendo los mismos
resultados cuanticos.

IV. CUANTIFICACION A TRAVES DE LA
INTEGRAL DE CAMINO Y METODO
PERTURBATIVO

En esta seccién, se implementara el método perturba-
tivo para construir la diagramélica en el contexto del for-
malismo de la integral de camino. Como el sistema que
se estd analizando tiene vinculos de primera y segunda
clase, el camino mas simple es proceder de acuerdo al
método de FS [8]. Asi, se asume que la funcién de par-
ticién para este modelo supersimétrico, con simetria de
gauge U(1), puede escribirse como sigue:

7= [ I[P D) D@ )D(PID@D(R})
xD(9) D(Ily) D(¥) D(I,)6(E)6(F) det [T, F|°
x6 @) 5() dct[ﬁ, Q]Pexp{i /dz.'lz [/i,;P,';—i—
+6Ps + Py + WMy + 91, = M|}, (@)

donde la densidad Hamiltoniana Hy fue ya definida en
(3.2). En la ccuacién (4.1), la matriz unidimensional de
elemento (£, F]”, se escribe como sigue:

(B, FI° =eV26(z —y) = det [T, FI” #£0, (4.2)

como este determinante no depende de las variables de
campo ni de los momentos canénicamente conjugados
correspondientes, el mismo se incluye en el factor de nor-
malizacién de la integral de camino. Lo mismo ocurre con
el otro determinante que aparece en (4.1), construido con
los vinculos de segunda clase, el cual tiene el valor:

det[0), )° = —iy® 6(z —y). (4.3)

Como en otros casos de modelos Abelianos, este de-
terminante no depende de los campos y va a la norma
de la integral de camino (4.1). Si se hubiera utilizado el
conjunto de vinculos que arroja el método de Faddeev-
Jackiw, dado que no existen vinculos de segunda clase,
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dicho determinante no aparece. Se obtendria asi la misma
expresién (4.1) para la funcién de particién.

Utilizando, en la ecuacién (4.1), las funciones §(Q) y
5(8?), inmediatamente se realiza la integral de camino
sobre fI./, y Iy, respectivamente. Consecuentemente,
después de reslizadas estas integraciones, la densidad
Hamiltoniana Hr, que aparece en la accién de la ecuacién
(4.1), pasa a ser H,,, (ver ecuacién (3.2)).

Ahora, se puede utilizar la representacién integral
6(X) = [DAexp(i [d*x AX). Teniendo en cuenta la
arbitrariedad del multiplicador A y siguiendo los pasos
usuales, es posible reescalar la correspondiente variable
de integracién de manera tal de recobrar la densidad
Hamiltoniana M,y original.

Reslizando las integrales Gaussianas sobre las variables
momento remanentes, se encuentra la forma final de 1a
funcién de particién (4.1):

Z = /DA, Do Do’ Da'l)d)(s (6,-A‘) exp (i/dzz.’liﬁeff) R

(1.4)

donde L.ys es la densidad Lagrangiana original, escrita
en (2.2). Finalmente, utilizando el artificio de Faddeev-
Popov, se pasa a un gauge covariante general escribiendo
la condicién de fijado de gauge de la siguiente forma:
O, A" — () = 0. De esta manera, se ve que la expresién
final para la funcién de particién (4.4) es:

Z= /’DA.-’D¢D¢' DY Dy exp (i /d”m c') . (45)
En esta ecuacién, la funcional £* esté dada por:

ct =£eff +£ﬁza (46)

donde

A
Lyiz = -2A (8,A")?. (4.7)

Observando la ecuacién (4.5), se puede ver que se
obtuvo una forma conveniente para la funcién de par-
ticion, la cual, permite describir el problema cuédntico en
términos de una integral de camino sobre todos los cam-
pos dindmicos independientes del modelo: A;, ¢, ¢*, ¥
y 9¥. Este problema puede tratarse, ahora, utilizando la
técnica diagramética en el contexto de la teoria pertur-
bativa de la integral de camino. En principio, es correcto
pasar de la integral de camino (4.5) a las reglas de Feyn-
man para propagadores y vértices [9].

De esta manera, se reconocen las partes‘cuadrétims
de la densidad Lagrangiana £* como representativas de
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los propagadores y las partes restantes como representa-
tivas de los vértices. Consecuentemente, £* constituye la
densidad Lagrangiana efectiva de este sistema anyonico
v, ademas, puede ser particionada como sigue:

L' =L(Au) + L (6, d)+ L (9, ¥) +

+‘Cl?nt (A[l ’d).) ¢! a, 1/)) ] (48)
Aqui, se ha denotado:
L) =5 A (D7) A, (4.98)
L' (¢*, ¢) = ¢ P, (4.9b)
L* (P, ¥) =9G 'y, (4.9¢)
Ling (A;u ¢, b, -1/;7 ?JJ) = ezd"A,zV‘WAu 6 -
—2m9 (0 (6— 6") 6 — B (6~ ¢') ¥")
+2ied’ A 0"+ ey, AT, (4.9d)

De la ecuacién (4.9a) se obtiene el propagador Dy, (k),
en el espacio de los momentos, asociado al campo A,,.
De esta manera, el propagador D,,.(r), en el espacio de
los momentos, puede evaluarse y se escribe:

—i)2md ic?
D‘w(r) — g_z_)it_ [(—&) k,,ku +Ap kzkpﬁ;mp] =

e2A 4kt 2w
k, k 27id v
= AIAk'; — W p€,“,p . (410)

Finalmente, en las ecuaciones (4.9b) y (4.9¢c), P~1y
G~ son los inversos de los propagadores asociados a
los campos de materia anyonicos bosénico y fermiénico,
respectivamente. En el espacio de los momentos, estos
propagadores estdn dados por:

1

) = —(p-m)

. (4.12)

La ecuacién (4.9d) es la parte de la densidad La-
grangiana que da cuenta de los vértices del modelo. E-
xisten dos vértices de cuatro patas. La matriz V#¥ (3x3)
se escribe:

(]
—-— O
o

Vi = (4.13)
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Los otros vérlices tienen tres patas, uno de los cuales
contiene una derivada.

Se pueden escribir, ahora, las reglas de Feynman para
propagadorcs y vértices:

(i) Propagadores: Se asocia al propagador D,,,(k), del
campo bosénico Ay, una linea ondulada conectando dos
puntos genéricos

L VaVaVaVaVavale Y
k—o

y a los propagadores usuales de los campos de materia
bosénico, P(l), y fermiénico, G(p), una linea punteada y
una continua, respectivamente,

P A

[ p—

(ii) Vértices: Se representa a los vértices de tres patas
del modelo 2ied" y ey,,como:

y a los vértices de cuatro patas e V#Y, 219 y —279, en
la forma:

respectivamente.

Ademés, como es usual, se debe tener en cuenta un
signo menos para Lodo loop fermidnico cerrado y otlro
signo menos para diagramas relacionados por el inter-
cambio de dos lineas fermidnicas, internas o externas.
Decbe tenerse en cuenta también un factor combinatorio
que corrija el doble conteo en el caso en que aparezcan
particulas idénticas.

No se tratara, aqui, el problema de la regularizacion
y la renormalizacién de cste modelo. Sin embargo, uti-
lizando las reglas de Feynman y las expresiones de los
propagadores y vértices, se ve que se podria obtener una
informacién completa acerca de la conducta perturba-
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tiva. La estructura a un loop, al menos, podria estudiarse
facilmente analizando el grado superficial de divergencia
de los correspondientes diagramas. Puede mostrarse que
este modclo de gauge pertenece a la clase de teorfas con
s6lo un nimero finito de diagramas divergentes. Asf, el
problema de la regularizacién y la renormalizacion se re-
duce al de una teoria super-renormalizable y puede re-
solverse con los métodos usuales.

Finalmente, se puede ver que cuando son adicionados
términos en altas derivadas a la densidad Lagrangiana su-
persimétrica, el comportamiento ultravioleta de algunos
propagadores puede ser mejorado.

V. CONCLUSIONES

Se traté un modelo de gauge anyonico supersimétrico
como un sistema lHamiltoniano vinculado y se realizé la
cuantificacién candnica. En este contexto, se encontraron
los vinculos de primera clase asociados con la simetria de
gauge del modclo. Se propuso una condicién de fijado de
gauge simple, compatible con las ecuaciones del modelo.
Se comenté también el resultado que se obtiene si dicho
modelo supersimétrico se trata en el marco del formalis-
mo Lagrangiano simplético de Faddeev-Jackiw.

Luego, utilizando el método de cuantificacién de la in-
tegral de camino, se escribi6 la funcién de particién. Te-
niendo en cuenta la condicién de fijado de gauge se deter- .
ming la accién efectiva. Ademaés, se o'thuvieron las reglas
de Feynman y la diagramética del modelo. Se mostré que
el modelo anyonico supersimétrico puede ser tratado en
el contexto del formalismo perturbativo. Todos los dia-
gramas se obtienen conectando vértices y propagadores,
como es usual.

Fl modelo tiene diferentes vértices; de tres y cuatro
patas . La estructura de los vértices es una consecuencia
directa de los acoplamientos en la densidad Lagrangiana
supersimétrica.

Ademads, observando la diagramética, es posible con-
cluir que el modelo pertenece a la clase de teorias super-
renormalizables, debido a que tiene un nimero finito de
diagramas divergentes.
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