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En este trabajo se estudian las soluciones exactas de la ecuacién de Schrodinger de una particula sometida

.a un potencial no central.

Dicho potencial estd dado por la suma de un potencial coulombiano puro y

otro del tipo m? / [r(r + z)] Se estudiardn las ‘soluciones del esPectxo continuo, su comportamiento

asintético y las secciones eﬁcacee %catterm5 correspondlentes

"In this work we study the exact solutions of the Schrodmger equatlon for a particle in an non-central po-
tential. This potential it is the sum of a two body coulomb potential and other given by M / [7‘(?’ +z )]

. We study the solutions of the continuum spectra, its asymptotlc behaviors and the corresponding cross

sections.

Introduccion

s bien sabido que la solucién exacta de la ecuacién
de Schrédinger para el problema de los tres cuerpos
(PTC) que interactiian a través de potenciales coulom-
" bianos es ain desconocida. Sin embargo son muchas
las soluciones aproximadas que se han propuesto, ver
por ejemplo Garibotti y Miraglia (1980), Berakdar y
Briggs (1994) , Berakdar {1996).
un gran ntimeros de probleinas de dos cuerpos para los
cuales se conoce la solucién exacta. Entre ellos se en-
cuentra el problema de dos cuerpos coulombiano. Es
usual escribir las soluciones aproximadas al PTC en
término de las soluciones de problemas de dos cuer-
pos. Recientemente Gasaneo at. al.” ha presentado
una solucién aproximada para el PTC la cual puede
ser expresada como la superposicién de soluciones de
un centro: :

P = Cof’ Y amplah,

¢d es la solucién del problema coulombiano de los
dos centros. - !¢ y Fe son las soluciones de una
ecuacién de Schxodmger en la cual el potencial de
interaccién se escribe como la suma de un potencial

coulombiano mds un potencial no central. Las carac- -

teristicas que ‘W2 presenta como funcién de dos cen-
tros son consecuencia directa de las caracteristicas que
presentan las soluciones ¥ de un potencial no central.
" La correlacién que U®2 presenta en el espacio de con-
figuraciones surge a partir de particular distribucién de
~ probabilidad presentada por las funciones ¢ y P .
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Por otra parte hay

En este trabajo se estudxaran en detalle las fun-
ciones f¢ ‘soluciones de la ecuacién de Schrodinger

correspondientes al espectro continuo de energia. En

la primer seccién se estudiardn las distintas solu-

‘ciones correspondientes al potencial no central En

la segunida seccién.se estudiardn los comportamientos

- asintéticos y en la tercera se analizarn las secciones

eﬁcases simple diferenciales asociadas con las ampli-
tudes de transicién obtenidas en la segunda seccién.
Finalmente se enumeraran algunas conclusiones.

La ecuacién de Schrodinger

En esta seccién estudiremos las soluciones de la-

ecuacién de Schrédinger de una particula sometida a
potenciales del tipo:

’ . 2 .
vee B (1)

L e (1xkeE)
toyeqpyr

donde V¢ = |Z| /r, |Z| representa un producto de
cargas, es el potencial coulombiano y m un entero pos-
itivo. VP puede ser interpretado como una barrera de
potencial parabélica ya que en su denominador aparece
rtk: r que define una parabola, éste ademés diverge

~ parar = 0y alo largo de las direcciones para las cuales .

1+ l? -T = 0. A partir de su definicién V* representa
un potencial no central que se extiende desde el origen
de coordenadas y hasta el infinito en las direcciones
+k de acuerdo con la eleccién del signo en el potencial
ve.

La ecuacién de Schrédinger que rige el movimiento
de una particula de masa p sometida al potencial V*
esta dada por:
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Hy = By @
-5+ v = Eu )

donde han sido utilizadas unidades atémicas para
las cuales h = e =1.

Estudiaremos primeramente las soluciones del es-
pectro continuo. Para ello introduciremos en (2) la
siguiente funcién de prueba:

% (r) = €™ (r) 3)

obteniendo asi para la distorsién ¢ la ecuacién:

[2#V2+ tk-V,+ < <|Z| —(Tfﬂ)]‘”(r)zo
(4)

Para hacer un completo andlisis de las soluciones
de esta ecuacién tomaremos el potencial V*, pero
debe ser destacado que ecuaciones similares pueden
ser obtenidas para V.

La particularidad que caractariza las ecuaciones que
usualmente se resuelven en los cursos elementales de
mecanica cuédntica es la separabilidad. Si la ecuacién
de Schrodinger, que describe la dindmica de un dado
sistema, es separable entonces existe un conjunto de
operadores que conmutan con el hamiltoniano y que
estan asociados con magnitudes medibles que se con-
servan en el tiempo. La separabilidad es la propiedad
que caracteriza también a la ecuacién (4). Escribiendo
(4) en coordenadas parabélicas (L. D. Landau y E. M.
Lifshitz (1965)) obtenemos:

% (&) + & (ndy) + G2 Gt
ik (¢& —n%) +r(121- )] v@)=0

(5)

que como puede verse se separa en tres ccuaciones,
un para cada una de las variables. En este trabajo
estudiaremos solamente aquellas soluciones para las

cuales ¢ (r) es independiente del dngulo ¢. Intro-
duciendo en (5) la funcién:
@ (r) = x1(&) x2(n) (6)
y las constantes de separacién (5; y B, resulta:
82 0 m?
1+ ik =
ez rarn R +a-TlaO =0 0

— )iw] 2(m) =0 (8)
n3712 Tlan 2| X2\7) =

donde B + B2 = p|Z] . Las soluciones de cstas dos
ecuaciones pueden ser escritas en término de funciones
de hipergeométricas confluentes del tipo de Kummer
(Abramowitz and I. A. Stegun (1970)) como sigue:

x1 = (—ik&)™ 1 Fy [—z% +m,1+ 2m, —z‘kf]

x2 =10 [i%,l,iknJ
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Asi, la solucién de (2) correspondiente al espectro
continuo es:

P (r) = Nk | Fy [l&

P ,l,ikn] X (9)

(—ik€)™ 1 Fy [—i—%— +m,1+2m, —ik{]

donde N es una constante de normalizacién. Debe-
mos notar que para el casom =0 :

P = NoekT F[ﬂ lzk} F[—i%,l,—ik&]

(10)

obtenemos la solucién general del problema coulom-
biano de los dos cuerpos para el caso en que se ha
eligido la proyeccién del momento angular [, = 0.

La solucién cuyo comportamiento asintético repre-
senta una onda plana mds una onda esférica entrante
se corresponde con la cleccion G; = 0:

Yp = Ne** [~i(kr +k-1)]™ x (11)

1F [-%—Zf +m,1+2m, —i(kr +k - r)]

la cual para m = 0 se reduce a la correspondiente
solucién del problema coulombiano de los dos cuerpos:

Y = N°eKT | F [-—z‘%,l,—i(kr-{-k‘r)} (12)

Si se elije #; = 0 obtenemos:

P2 (r) = CekT Fy [i%,l,ikq] X (13)
(—ik&)™

Una de las soluciones de (2), asociada con V*, para
las cuales ¢l potencial coulombiano estda ausente osti
dada por:

¥ (r)

En las siguientes secciones estudiaremos los compor-
tamientos asintdticos de estas funciones.

1Fi[m, 1 4 2m, —ik€]

= NPeKT (—ik&)™ 1 Fy [m,1 + 2m, —ik€] (14)

El comportamiento asintético

Para estudiar los comportamientos asintéticos de las
funciones dadas por (11) y (13) debemos utilizar
la forma asintética de las funciones ;F; [b, ¢, ], ver
Abramowitz and I. A. Stegun (1970):

r _
1F1 [bye,z] = F_(?(—-C—)_b) (=) Pulb,b—c+1,-2]
-l--II:—E-Z—;xb_Ccmv [l —b,c—b,x]
donde:
vie, 8,2} = 1+—£+

1tz
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Recimnplazando (15) en (11) y despreciando ordenes
de 1/r? obtenemos:

1 m r(1+2m) . Y EAT)
w — N (-1 sve 2k X
uk [( ) r‘(1+m+ilék“)
ek~r+ilzﬂﬁln(kr+k-r] +
2l o—ikr—ilBlE Infkr+ker)

L+2m)(=i) " %
r(-ilZlL4m) [kr + k- 1]

Normalizando a flujo saliente unitario resulta:

~ikr—i 212 1n(2kr]

w] — ek~r+ij§k—.mln[kr+k-r] +f (9)6
& m r
(16)
donde se han tomado N y f(#) como:
—m T{14m+iZEY o g
Ny =(-1)7" I‘(l+2mk ez &
) e~—i-{£k‘-‘i ln[cos'z %]-}-21’77,
—-m
O O [

im

e—ill‘k!-ﬂ ln[c052 %]-}-21’7,,
2k cos? g

= (=1)"" [£2(8) + £} (8))

donde v, = arctan [F(Lé-llTLn'S] . La amplitud de dis-

persién f} () resulta ser la suma de dos amplitudes:
fE(6) y f3(8). f1(8) coincide con la amplitud de
dispersién coulombiana salvo por la diferencia que
aparece en <yp, sus fases también coinciden cuando
m = 0. f,(6) ticne la misma dependencia angular
que la dada por f!(#), mientras que su intensidad
depende proporcionalmente con el parametro m e in-
versamente proporcional con el momento k. A partir
de lo mencionado puede concluirse que f; (8) y f, ()
estdn asociadas con las amplitudes de transicién del
potencial coulombiano el potencial parabélico V* re-
spectivamente.
La solucién 4} normalizada resulta:

¥p = NLek™ [—i(kr + k- 1)]™ x

1z
R [_ﬁl ]lu

(18)

+m,1+2m,—i(kr +k- r)]

En la siguiente seccién estudiaremos la seccién eficaz
definida por f}, (8).

En la funcién de onda estudiada (11), o (18), la dis-
torsién que acompana a la onda plana depende sola-
mente de una de las coordenadas parabdlicas. Mien-
tras que en %2, dada por (13), depende de ambas coor-
denadas parabdlicas. El estudio del comportamiento
asintético de ésta funcidn surgird del estudio del com-
portamiento las funciones en cada una de las variables.
Reemplazando (15) en (13) y despreciando ordenes de
1/72 se obtiene:
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,¢2 (I‘) - ek-r——ij-’/f;‘,]-li ln[kr—k»r]+

ikrdi L2 n 210

fh(0) (19)
5 e-—ikr-—il}l—',élﬂ In{2kr)
I () ¥
donde se han sido definidas N2, , f2 (6) y g2 (6)
por:
N = (1 S (1 - ikl

12.(0) = [+ (6) = || pR(iHEE) T b £l
m — Je - ul‘(l—iz ) 2k2sin2g

—;l2ls [-221
155 Infsin® 5

e
2k cos? g

20 =i(-1)""m

con la fase coulombiana dada por v, = arctan [Eklﬂ]

y donde f} () representa la amplitude de transicién
coulombiana asociada con una onda saliente.

Puede verse en (19) que no solo aparece una onda
esférica saliente, modulada por la amplitud de dis-
persién coulombiana fF (8), sino que también’ aparece
una onda esférica entrante modulada angularmente
por la funcién g2 (6) . Se ha normalizado 2 (r) de man-
era de que el coeficiente de la onda plana sea igual a
uno. Observese que la funcion de onda en el origen se
anula.

En el caso en el cual el potencial coulombiano esta
ausente, |Z| = 0, la funcién de onda, correspondiente a
V't, estd dada por (14). El comportamiento asintético
de 13 (r) se obtiene de reemplazar (15) en (14):

e—ikr

$*(r) — €T + £, (6)

(20)

r

donde N3, y f3 (8) estan definidos por:

3 _ -m (14
N3 = (-1)"" S

30) =i(—1 -m_ M
O =50

La constante de normalizacién ha sido elegida de
manera de tener flujo saliente unitario, con esta (14)
resulta:

P2 (r) = N3,k (—ik&)™ 1 Fy [m, 1+ 2m, —ik€] (21)

Aun cuando el potencial V? es no central y exten-
dido en el espacio, el comportamiento asintético de
42 (r) no se ve distorsionado, puede entonces decirse
que se trata de un potencial de corto alcance. La am-
plitud de transicién f3, (8) se comporta angularmente
de manera similar a la amplitud coulombiana, sin em-
bargo su comportamiento con la energia, o con el mo-
mento k, es diferente.

En la siguiente seccién se estudiardn las secciones
eficaces que resultan de las amplitudes de transicién
definidas.

La seccion eficaz
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La seccidn eficaz de dispersién correspondiente a un
potencial V, con el cual interactia la particula inci-
dente, se define a partir de la amplitude de dispersién
f(8) y del comportamiento asintético

e:i:kr

UETRES ()

de la solucién 9 de la ecuacién de Schrodinger aso-
ciada con V, esta es ,ver L. S. Rodberg y R. M. Thaler:

a* (6) = |f* ()]

La ecuacidén (17) define la amplitud de probabilidad
con la cual es dispersada la particula incidente, para
cada angulo 6, al interactuar con el potencial V+. La
seccién eficaz de dispersién o, () obtenida a partir de
fL(8) , ver L. 1. Schiff (1968), es:

T (8) = 0c (6) + oBF (8) + 077, (6)
donde

o:.(0) =

(22)

izl
4

k4 cost

O'rpn+ (0) = Eﬁr (23)

7ine () = 2Re [f2(8) £3 (6)]

De la manera en que ha sido definida o (6) resulta
de la suma de tres secciones eficaces: o¢ (), o&F (6) y
Oine (8). ¢ () es la seccidén eficaz asociada con la dis-
persién en un centro coulombiano, o} (6), como ver-
emos mas adelante, es la seccién eficaz asociada con la
dispersién en el potencial parbdlico VP y o, (6) re-
sulta de la interferencia de los mencionados procesos de
colisién. Puede verse que el comportamiento angular
presentado por g, (6) es similar al de la seccién eficaz
coulombiana, correspondiente a m = 0. Sin embargo
el comportamiento con el momento k de la particula
es significativamente diferente. Se observa que para
bajas energias, & — 0, domina o.(6); es decir que
el centro dispersor actia como un centro coulombiano
puro dando asi la seccién eficaz de Rutherford. Para
altas energia, k — o0, la particula interactia mas
fuertemente con el potencial VP dominando entonces
la seccién eficaz o2} ().

La seccién eficaz total que se obtiene intengrando
a;,, (0) cs infinita. Esta propiedad surge como consc-
cuencia del largo alcance del potencial, tal como ocurre
con el potencial coulombiano.

La seccién eficaz diferencial asociada con f2 (6) es:

m2

o (6) = 4k? cost %

(24)

0Pt (6) es efectivamente la seccién eficaz correspon-
diente a la dispersién de una particula al interactual
con el potencial parabélico V7.

Se ve entonces que la seccién eficaz o, (6) resulta de
la dispersién de una particula por parte de un poten-
cial compuesto, esto es la suma del potencial coulom-
biano V¢ y el parabdlico V* .
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Conclusiones

e Para cl caso cn que m = 0 las soluciones se cor-
responden con las del problema de dos cuerpos
coulombiano.

e Para el caso de |Z| = 0 las soluciones se corre-
sponden con las de la interaccién con un poten-
cial no central VP,

e Para el caso de onda entrante, las secciones efi-
caces sc corresponden con las de un potencal
coulombiano si m = 0 y las de un potencial
parabdlico si |Z| = 0. En el caso general se ob-
tiene la interferencia entre ambas interacciones.
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