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Estudiamos la densidad de particulas, p@), en funcion del ticmpo para la reaccién de aniquilacién A+ A — 0 en redes
hidimensionales de ancho finito Ly, quc denominamos sistemas cuasiunidimensionales. Los resultados provistos por las
simulaciones de Monte Carlo muestran un cambio de régimen o ‘“‘crossover” entre un comportamiento bidimensional a
tiempos cortos y un comportamicnto unidimensional para grandes tiempos. El tiempo de crossover, ¢, , estd relacionado con
cl valor de L,. Usando argumentos de cscala, encontramos un comportamiento universal para redes de anchos diferentes.
También obtuvimos ¢l resultado analitico de p(r) para cl régimen asintético (+ >> t.). Modificamos el modelo inicial para
simular ¢l clecto del envencnamicnto para un substrato unidimensional. En este caso, encontramos un régimen de saturacién,
donde la reaccién se deticne y el niimero de particulas no varia. Este régimen se caracteriza por una “densidad de saturacién”
constante p,. Mediante argumentos simples de escala, encontramos una dependencia lineal de p, con la densidad inicial de

particulas y una conducta universal de p(t) para todo tiempo. Estos resultados fueron confirmados por las simulaciones de
Monte Carlo.

We study the particle density p@) as a function of time ¢ for annihilation rcaction A+ A — 0, in two-dimensional lattices
with finitc width L,. The Monte Carlo results show a “crossover” from a two-dimensional behavior, at short times, to a one-
dimensional behavior, at long times. The crossover time 1, is related with the value of L,. Using scaling arguments an
universal behavior for lattices with different widths was found. We also obtain the analytical result of p(z) in the asymptotic
rcgimen ( 1>> 1.). The initial model is modilfied to simulate the effect of poisoning for one-dimensional substrate. In this
case, al long times a saturation regimen with no change in the number of particles was found. This regimen is caracterized by
aconstant “saturation density” p,. Using simple scale arguments we found a linear dependence of p, with the initial particle

density, and an universal behavior of p(r) for all times. Thesc results were confirmed by Monte Carlo simulations.

INTRODUCCION

En este trabajo, estudiamos el comportamiento de la
densidad,  pgr), de  la aniquilacion
A+ A — 0 sobre redes bidimensionales de ancho finito
L. que denominamos sistemas cuasiunidimensionales.

El resultado para la densidad para este tipo de
reaccion en una dimension para una red de celda de
longitud 1y probabilidad de salto ¢ =1/2, en el régimen
difusivo, es

reaccion  de

L i )
!

pl)= f — oo
2Vrm
Para dos dimensiones la dependencia real con el

tiempo incluye una correccién logaritmica { 1,2]:

p(t)~ (t/ l()gt)—l
Es de esperar que los sistemas cuasiunidimensionales
presenten inicialmente un comportamiento bidimensional
y luego, un comportamiento unidimensional a grandes
tiempos. Esto es debido a que las particulas deben
difundir un cierto tiempo antes de que “‘sientan” el efecto
del ancho finito de la red. Este tema se desarrolla en la
seccion 1.
También estudiamos c¢omo el envenenamiento del
substrato afecta el progreso de la reaccion para el caso de
una dimension, los resultados se muestran en la seccion 2.

t— oo 2)
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1. REACCIONES DE ANIQUILACION EN
SISTEMAS CUASIUNIDIMENSIONALES

1.1 Modelo y Simulacién de Monte Carlo

La reaccion de aniquilacién se realiza entre particulas
de una especie A, A+ A — 0. En nuestro modelo, las
particulas, difunden en forma independiente y reaccionan
instantinea e irreversiblemente, al encontrarse. Estas
efectiian un random walk sobre una red de celda cuadrada
larga (10" o 10° sitios) y ancho L,, con condiciones de
contorno periddicas. '

A =0, llenamos cada sitio de la red con particulas
con probabilidad p, (densidad inicial de particulas) y se
comienza la difusién. Una particula (elegida al azar de las
n(t) presentes) salta con igual probabilidad (0.25) hacia la
izquierda, derecha, arriba o abajo, a un sitio primer
vecino, y deja vacio su sitio original. Pueden darse las
siguientes situaciones: 1°) si el sitio de destino estd
ocupado la particula se encuentra con otra, reaccionan y
desaparecen las dos de la red. El nimero de particulas al
tiempo ¢, n(t), se disminuye en dos n(t) — n(1)-2
(Aniquilacién). 2°) si el sitio estd vacio, la particula lo
ocupa.

Una unidad de tiempo recién transcurre cuando se han
sorteado n(t) particulas y han tenido posibilidad de saltar.
Especificamente se incrementa el tiempo en //n después
de cada salto, donde n = n(t) es el nimero de particulas de
la red al tiempo ¢. De esta forma logramos que al cabo de ¢
unidades de tiempo todas las particulas se hayan movido
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en promedio ¢ veces. Se recoge y promedian los valores
de p(t) obtenidos de varias corridas en la misma red.

El caso L,=/ corresponde a una red unidimensional
con probabilidad 0,25 de saltar en cada sentido posible y
0,5 de permanecer en su sitio y se obtiene

p(r):r_m/wE;

Notar que las ecs. (1) y (3) difieren en un factor constante
pues corresponden a distinto valor de g. Esto es razonable
porque ¢l proceso de difusion y aniquilacién es el mismo,
pero se lleva a cabo con mayor lentitud.

t— oo &

1.2 Tiempo de “crossover”

Si consideramos que una particula en la red, que ha
difundido en dos dimensiones durante un tiempo
cybh ~ty «xb ~ 1, larelacién

te~ b =L} 4)
determina un tiempo critico o de “crossover”, t. El
sistema recoge informacién sobre el tamafio finito del
ancho de la red L,.

En los datos de la densidad, provistos por las
simulaciones, se present6 inicialmente un comportamiento
bidimensional (ec.(2)) que resultd independiente del valor
considerado de L,, y se produjo un cambio a un régimen

=172

unidimensional, p(¢) ~¢ ", relacionado con el ancho

finito de la red, a un tiempo ., que llamamos de
crossover, Proponemos que
! %)
t.=CL,
donde C es una constante. De la ec. (4) vemos que el valor
tedrico del exponente de la ec. (5) es y4=2.

! 2 3 3 > o logp f.=i0
1 Y=-8 X+logK -~ - 8=0.87
2
a4
logp
44
54
5
-7 T T T T T \J ¥ 7
1 2 3., 4 5 6 7
1 (8=087) + 1, (5=077) tog!
. 1 (5=0.81)
Figura 1 ¢

Método para calcular el tiempo dc “crossover” en grifico p vs ¢
para una red de ancho Ly=10. cn escala log - logja

Observamos que las graficas de log(p(t)) vs log t para
todo L,, a una densidad fija py , coinciden, en la primera
parte, con la curva que se halla al graficar estas variables
para dos dimensiones.

Por lo tanto,

p.=K(1.) (6)
donde K es una constante, y su valor y el de 8 se obtienen
de los resultados para la red cuadrada. Si bien el valor
teérico & es 1 (ec. (2)). Los valores para § considerados
(ver fig. 1) difieren de la unidad, por dos razones: el
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sistema no permanece el tiempo suficiente con régimen
bidimensional para considerar comportamiento difusivo
y porque la variable utilizada para graficar no posee la
correccion logaritmica caracteristica de dos dimensiones.
Segiin los primeros puntos de la red cuadrada que se
consideraron, los valores de & varian de 0.77 a 0.87.
Elegimos 3 valores para realizar el analisis y verificar cudl
serfa el mejor.

Los datos para tiempos grandes, mostraban una
pendicnte -1/2 (ver fig. 1) y los aproximamos por una
recta

1 (7N
log p= -3 logt+s
donde el valor de s se obtuvo por el método de minimos
cuadrados, aplicado a los ultimos puntos de las curvas
paracadaL,.

La abscisa de interseccién de estas rectas nos da el
tiempo de crossover t., como indica la fig.1. Los gréficos
log-log de ¢, vs Ly, para cada &, nos suministré el
exponente ¥y de la ec. (6), obteniendo los resultados
indicados en la Tabla 1.

Tabla |
) K Y C Y(5-1/2)
0.77 0.36 3.7 10.59 0.999
0.81 0.39 32 11.02 0.992
0.87 0.51 2.7 1190 0.999

Los valores de y y &difieren de los tedricos. Sin
embargo, y (6 -1/2) para los valores tedricos, % = 2 y
0, = 1, es igual a 1 y estd acuerdo con los resultados
presentados en ultima columna de la tabla 1.

1.3 Escaleo

40

T T

4 5 6

log(t/ L, y)

Figura 2
Escaleo realizado para la densidad p vs variable r en escala log-
log. Los pardmeiros ¢n cste caso son: § =0.81, y=3.2

Debido a la forma que presentan las curvas de la fig. |
y las ecs. (5) y (6), es posible colapsarlas en una sola
utilizando el método de escaleo [3,4,5], el cual consiste en
una transformacién de los ejes del gréfico, en los cuales
esté involucrado el ancho L, de las redes, de tal forma que
la curva resultante sea independiente de esta cantidad.
Esto nos permitié hallar un comportamiento universal
para todo L. La transformacidon de los ejes es la siguiente:
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log pty —  log(p(t)/p(1)) —

log(t/t) -

3
log(p(t/ L")
log(1) I log( t/I.ry)
Los resultados se muestran en la fig. 2.
1.4 Resultado analitico

Encontramos un comportamiento para p(t) al consi-
derar el rol de la difusién en una red cuasiunidimensional
de ancho L,.

Consideremos una porcion de largo d, , tal que d~t
cont>> 1. A r=0existirdn p, Ly d, particulas en ella. A
medida que el proceso avanza las particulas reaccionan y
se aniquilan. De la ec. (4), encontramos que cuando las
particulas han difundido durante un tiempo 1, ~ L%, ya han
recorrido todo el ancho de la red; y para un tiempo >>1,,
tal que 1 ~ d,°, solo quedari del orden de una particula en
un drea L, d, y la densidad

F—in
p(r) ~ ~—
ll.\.L). Ly (8)
Basindonos en este resultado, sugerimos la siguiente
solucion general del comportamiento de la densidad de
particulas para las redes cuasiunidimensionales para
tiempos t >> 1.,

I —
plny= Ton L,
donde la constante I/Jzn . se obtiene de la ec. (3).

Lste

‘ (4
T ' o oo 9)

comportamiento  coincide con el régimen
unidimensional observado para tiempos grandes en este
tipo de redes. En la fig. 3 observamos tres simulaciones
numéricas para la densidad, tres anchos de red diferentes,
acompanadas de la recta correspondiente a la ec. (9).
Observamos un muy buen ajuste de la simulacién Monte
Carlo con la solucion analitica sugerida en la ec. (9), para
todo L,.

05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

L e T T 7 T T T T T T
1,04 1-10
15 4 J15
2,0 {20
254 4-25
log p
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logt
Figura 3
Comparacion del grilico densidad p vs tempo ¢ en escala log-log.
de fa sinudacion con el resultado analitico (¢c. (V). Los anchos L.
wraficados son 4. 10y 19. Los sinbolos indican los resultados de la
simwlacion, micntras que las lineas indican los resultados analiticos.

Por otro lado, la ec. (9) especializada en los tiempo de
crossover para dos valores de L, diferentes y utilizando las
ecs. (53) y (6). nos lleva al siguiente resultado:

e

(10)
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Hemos mencionado que para los valores tedricos, 6, y ¥,
esta relacién se cumple. Es importante notar que en los
resultados presentados en la Tabla 1; no se utilizé el
resultado presentado por la ec. (9) y se aproximaron los
comportamientos asintéticos de p(z) a tiempos largos por
rectas de pendiente -1/2 para cada valor de L,. Esta
aproximacién podria diferir del resultado analitico de la
ec. (9) y dependeria del buen criterio utilizado para
aproximar para cada L, el comportamiento de p(t) por una
recta. Sin embargo, los resultados asi obtenidos de
y (6-1/2) mostrados en la Tabla 1 estdn en excelente
acuerdo con el resultado demostrado en la ec. (10).

2. ENVENENAMIENTO EN UNA DIMENSION

2.1 Modelo y simulacion.

El programa simula el fenémeno de envenenamiento
en la red lineal, las particulas efectian un random walk
sobre una red larga (10°, 10°, 5x10° sitios), con
condiciones de contorno periddicas. El llenado de la red y
la difusién se realiza como estd descripta en la seccién
1.1. La variacidn aparece cuando el sitio de destino de la
particula que salta estd ocupado, existen dos posibili-
dades: a) la particula se encuentra con otra, reaccionan y
permanecen las dos en la red, inméviles. De esta manera,
la red se envenena. El nimero de particulas méviles al
tiempo f, n(t), se disminuye en dos n(t)— n(t)-2. b) la
particula se encuentra con otra que ya ha reaccionado, en
cuyo caso vuelve a su posicién anterior al salto y sigue
formando parte de las particulas méviles; n(t) sigue
teniendo el mismo valor. El tiempo se incrementa en
1/n(t) donde n(t) es el nimero de particulas méviles al
tiempo r. Se recoge y promedian los valores de p(t)
obtenidos de dos o tres muestras en la misma red. Los
resultados se muestran en la fig. 4.

Las particulas, cuando se encuentran, se transforman
en inertes (no vuelven a reaccionar) y se fijan en la red.
Con el tiempo, estas particulas fijas envenenan la red y
conforman una grave molestia para el encuentro de las
que adn difunden, o mdviles, llegando en algunos casos, a
encerrarlas dentro de verdaderas jaulas como vemos en la
figura 4.1 Cuando queda una o ninguna particula mévil
por jaula, la cantidad de estas particulas permanece
constante y por lo tanto su densidad en la red no varia, y
se alcanza lo que llamamos un “régimen de saturacion™,
como podemos observar en la curva superior de la fig. 4.2.
La densidad primero decrece de la misma forma que para
la reaccidn de aniquilacién, pero luego la disminucién se
atentia. Las particulas “moviles” quedan atrapadas por
otras que se han fijado a la superficie (fig. 4.1) y no
pueden difundir para reaccionar entre si, la densidad de
estas particulas termina por ser constante.

Definimos densidad de saturacion, p,,

psz p((:oo) (ll)

Debido a la misma geometria de la red, vemos que
siempre existe una densidad de saturacién de particulas
méviles en redes lineales, que depende de la densidad
inicial de particulas colocadas en la red. A medida que la
densidad inicial es menor, las particulas tardan mds en
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alcanzar el régimen de saturacion y la densidad de
saturacion serd menor (Fig. 5).

2.2 Analisis del problema unidimensional

Al analizar el problema de aniquilacién sin veneno
podemos tratar de entender el comportamiento difusivo,
cuando la densidad es baja (la distancia entre particulas es
mucho mayor que la celda de la red), fijandonos en la
situacion de cada particula. Supongamos que una particula
comienza a difundir a r=0y esta a distancias [, y [, de los
sitios a y b, donde pueden estar las otras dos particulas
mds cercanas.

Como <x’>=2Dx, la probabilidad de que la particula
alcance la posicion a, si suponemos la posicion x una
variable continua, estd dada por

o 1,24 Dt

I
)= JarD Jr

y se obtiene una ecuacidn similar para la probabilidad de
hallarse en la posicién b. Puesto que en nuestro modelo
las particulas reaccionan instantdnea e irreversiblemente,
esta probabilidad es también la probabilidad de reaccionar
con otra particula en las posiciones ¢ y b respectivamente.

De la ec. (12), esperamos ¢ue la probabilidad relativa

P =P, (12)

de que la particula reaccione en la posicion a y b, /7%,,),
no cambie si realizamos una dilatacion de la red, tal que
I = AlLA>1.yasuvez variamos 1 segiin  —> 2io
sea que

-

2
b Iu(’) Pllu (X0

P Py (A1)

En nuestro modelo, todas las particulas se mueven,
aquellas situadas en la posicién a y b también. En este
caso, suponemos que los argumentos anteriores no
cambian. Al efectuar la dilatacion (el largo de la red
aumenta en un factor A), la densidad de particulas en la
red dilatada cumple

p(1)

pa (271)=

(13)

(14)
donde p es la densidad de la red original.
En particular, para r=0,
Po (15)
Pn/1 Y

La ec. (14) se verificd numéricamente para el caso sin
envenenamiento. Para el caso con envenenamiento, los
argumentos anteriores siguen siendo vilidos. Por ejemplo,
cuando se alcanza la densidad de saturacion, p, una
dilatacién solo producird “jaulas” (ver fig. 4.1) de mayor
tamaiio, pero de todas formas las particulas moviles
estardn encerradas y no podrin reaccionar entre si. Es
decir:

Py

que estd de acuerdo con la ec. (14) para tiempos grandes
donde se alcanza la densidad de saturacién. Dividiendo la
cc. (16) por la (15),
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_P_s = pl =k (7
Po  Poy
donde k s una constante. O bien
Py =k py (18)

Para comprobar este resultado, tomamos los datos de
la densidad de saturacidn, p,, para cada densidad
inicial, p,, que presentamos en la fig. 5 y graficamos p,
vs p,. Obtenemos una recta que tiene una pendiente de

0.136 y como ordenada al origen -0.00028. Por lo tanto
para redes unidimensionales,

ps = 0136 p,
que estd de acuerdo con laec. (15).
La ecuacion (14) sugiere que un cambio de escala en

el gréfico de la fig. 5 tal que
p = p/py

t>tp;

(19)

(20)

colapsaria las curvas (tomamos A=//p,). Esto se muestra
en la fig. 6. Observamos que todas las curvas saturan al
mismo valor de p,/po=0.136 (log(p,/py )=0.87), que ¢s el
valor de densidad de saturacion p, que se registra en la
fig. 5 y sc obtiene de la ecuvacion (19), para p,=/. El
colapso de las curvas no es perfecto, probablemente es
debido a que en los argumentos tedricos, utilizados para
llegar a la ec. (14), se ha supuesto una red continua,
mientras que la red es discreta.

CONCLUSIONES

En cste trabajo se simula fa difusién y aniquilacion de
particulas segiin la reaccion A+ A — 0 en redes
cuasiunidimensionales, fajas infinitas de ancho L,. Se
muestra cémo la densidad en funcién del tiempo, cambia
su comportamiento bidimensional a unidimensional a un
tiempo, que Hamamos de crossover, f.. Este liempo estd
relacionado con la llegada de la informacién del ancho
finito de la red, 1. ~ L),Z.

Debido a que el comportamiento a tiempos grandes el
sistema es unidimensional, p(t) ~ +“ para t>> 1.y para
t << t. donde aln no se alcanza el régimen difusivo,
propusimos p(t) ~ t *, donde el valor teérico de § seria
=/. El tiempo . se determina por un método grifico y se
encuentra que 7, = C L,”, con y =y, =2. Se obtiene una
relacion entre exponentes. (6- 1/2) y =(5,- 1/2) = 1 que
se verifica para todos los valores de & y ¥ que se
trabajaron.

La relacién anterior también se obtuvo a partir del
resultado analitico que hallamos para el comportamiento
asintético de la evolucidon temporal de la densidad en

redes cuasiunidimensionales [6].
1
I -1 73

p(f)=m— L-‘. t -
Otra parte de nuestro trabajo fue modelar la reaccidn de
aniquilacion con el envenenamiento de la red, para el caso
Ly=1 y analizar el efecto que éste produce sobre la
evolucién temporal de la densidad. Se observa que
siempre se alcanza un régimen de saturacién donde las

particulas, que atn pueden difundir, quedan aisladas. La

t — oo
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Se muestra el cfecto del envenenamicnto cn una reaccién de aniguilacién en una red lineal con densidad inicial py=0.5. En la.
figura 4.1 y 4.3 se muestran las situaciones a las cuales corresponde cada curva para t=10°. La fig. 4.3 muestra-fenémeno de

aniquifacion sin cnvenenamicnto (Ver curva Il en fig. 4.2). Las particulas en Ja red ain pueden reaccionar. El recumgulo
,  indica una porcion de red que corresponde a una regién slrml‘lr alade lafig. 4.1,
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Dumdud pVs uunpo 1 en escala log-lm. pasa una red Tincal.
A medida que la densidad inicial p, es menor la densidad de
saturacion también o es.

v o, L

" densidad en este régimen, la densidad de saturacion p,,

cumple p, = 0.136 py[6].

Utilizando  apropiados - cambios  de escalas, se

obtuvieron comportamientos universales de la densidad

de particulas, tanto para el ¢aso sin envenenamiento y
redes cuasiunidimensionales, como para el caso con
uwcnm.nmluno pm.l lcdu untdimension: |]es |6]. )

L
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Cambio de escala para la grifica de la fi g..S. Las curvas saturan al
wismo valor log(p,/p, )=0.87.
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