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En este trabajo se aplica una técnica difractométrica para determinar la dimensién de objetos fractales
unidimensionales. En particular, se analiza la figura de difraccion de Fraunhofer producida por un conjunto de
Cantor aproximado por un numero finito de iteraciones. La dimension fractal se evaltia a través del analisis espacial
de la distribucién de intensidad generada por la figura de difraccion. El valor obtenido experimentalmente se
compara con el determinado a través de una simulacion por computadora usando el operador de Hutchinson y con la
dimension de autosemejanza y de Hausdorff-Besicovich calculadas analiticamente.

In this work a diffractometric technique is applied in order to determine the dimension of one-dimensional fractal
objects. In particular, the Fraunhofer diffraction pattern produced by a Cantor set approximated by a finite number
of iterations is analyzed. The fractal dimension is evaluated from the spatial analysis of the intensity distribution
produced by the diffraction pattern. The value obtained experimentally is compared with that detenmnined by
computer simulation using the Hutchinson operator and with the self-similar and the Hausdorfl-Besicovich

dimensions calculated analitically.

I. INTRODUCCION

La geometria fractal propone una nueva manera de
encarar el andlisis de estructuras naturales donde, aunque
aparentemente solo hay caos y confusién, se puede
descubrir cierta regularidad que se repite sin importar la
escala en que se observa la estructura”, La relacién entre
el factor de reduccion de escala s y el numero de
elementos N en que la estructura se puede dividir es

N=1/" (1)

donde D es la dimension fractal de autosemejanza.

En la ultima década se comenzd a analizar la
difraccion optica de objetos fractales con el proposito de
estudiar sus caracteristicas y determinar su dimension
fractal®. Estos estudios se basan en la estructura
deterministica que presenta la figura de difraccion de
Fraunhofer producida por fractales estrictamente
autosemejantes. La dimension fractal D se puede
determinar estudiando la variaciéon de la intensidad /(g)
difractada por el fractal en la posicién ¢ dado que @)

I (@)~q® Q)

En este trabajo se estudia la figura de difraccién
producida por un fractal simple en su generacion: las
barras de Cantor. Se determina su dimension a través de
dos métodos : difraccion y simulacion por computadora.
Finalmente se comparan los valores obtenidos con la
dimensién de autosemejanza conocida.

II. FRACTAL DE CANTOR

El conjunto de Cantor fue presentado por primera vez
en 1883 y es el mas antiguo de los fractales clasicos. El
conjunto basico de Cantor es un conjunto infinito de
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puntos en el intervalo [0,1]. Mediante un proceso de
realimentacién se genera una sucesion de intervalos
cerrados partiendo del segmento unitario base. En el
mismo se elimina el intervalo (1/3.2/3). es decir el tercio
central del {0.1]. Este proceso genera dos intervalos. el
[0,1/3] y el [2/3,1] de longitud 1/3 cada uno. Asi se
completa un paso bdsico de la construccion.

Figura 1. Conjunto de Cantor

En el segundo paso se eliminan los tercios centrales
de los intervalos determinados en el paso anterior, para
obtener 4 intervalos de longitud 1/9. Este procedimiento
se repite generando una sucesion de intervalos cerrados.
Asi, luego del enésimo paso se obtienen 2" intervalos,
cada uno de ellos de longitud (1/3)".

El conjunto de puntos resultantes cuando se realiza
este proceso indefinidamente es el conjunto de Cantor. Si
en el n-ésimo paso se levanta una barra vertical en cada
intervalo, todas de Ia misma altura se obtiene el conjunto
de barras de Cantor.

Para calcular su dimension de autosemejanza se
utiliza la ec. (1), con N=2"y s=(1/3)" paran— o y se
obtiene D= In2/In3®.
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Como objeto difractante se utiliza ¢l negativo de una
fotografia con una pelicula de alta resolucion (500
lineas/mm) de las barras de Cantor.

1. METODO EXPERIMENTAL

El montaje optico para generar la figura de
difraccion de Fraunhofer se muestra en la Fig. 3. El
sistema consta de un laser de He-Ne, una lente de
expansion con filtro espacial y una lente transformadora.
La fotografia de las barras de Cantor se coloca a
continuacion de la lente y la figura de difraccion sc
observa en una pantalla situada en el plano de Fourier.
La luz difractada se adquiere con una cdmara CCD cuya
salida se envia a una computadora.

Figura 2. Barras de Cantor.
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Fig. 3 Sistema optico: F ,laser He-Ne; L1, filtro espacial; L2 y
L3, lentes convergentes; Ol, plano objeto; O2, plano de
Fourier; C, camara CCD; M, computadora.

La intensidad luminosa difractada por las barras de
Cantor se puede calcular usando la dptica de Fourier®,
Si a(x)es la amplitud luminosa previa al objeto
difractante, la amplitud sobre el plano de este ultimo seréd
igual a

a'(x) = a(x)T(x) 3)
donde T(x) es la funcién de transmitancia del objeto.
Usando la féormula de difraccion de Fresnel, se puede
obtener la amplitud luminosa difractada por el objeto

A(p) = ;1121 ex, %(p2)E7(x) exp(—,?jﬂpx)dx )

donde p es la frecuencia espacial, A es la longitud de
onda , x es la coordenada sobre el plano del objeto y d la
distancia al plano de difracciéon. Como se conoce, la ec.
(4) es la transformada de Fourier de la transmitancia
7(x) del objeto.

En el caso de las barras de Cantor, la transmitancia
de la red de n pasos se puede determinar recursivamente
a partir de la transmitancia de una unica barra de ancho
unitario, o sea la funcidn rectingulo. Luego, se aplica la
transformada de Fourier para obtener
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A | n-1 .
,(q)= 2{ I 005(2”3’0)}40(0) )

Ao(q) = ——Sezqﬂq ©)

donde Ayg) cs la amplitud difractada por una unica
barra.

La intensidad sc calcula como el cuadrado de la
ecuacion anterior. cs decir

I 2
L(a)= 2 Beo2x3q) | <22 )

Esta ecuacién presenta un factor de forma F,(q) y un
factor de estructura S,(q). El factor de forma. que es el
segundo corchete, corresponde a la intensidad difractada
por un elemento unitario, es decir por una barra. El
factor de estructura es el primer corchete y muestra el
modo en que ¢l elemento unitario se distribuye para
formar el fractal.

La Fig. 4 muestra una fotografia de la figura de
difracciéon obtenida experimentalmente para barras de
Cantor de 5 pasos. La Fig. 5 muestra la distribucion de
intensidad generada por dicha figura de difraccion.

Figura 4. Fotografia de lu figura de difraccion experimental
para las barras de Cantor de 5 pasos.

250

Figura 5.Distribucion de intensidad medida experimental-
mente para las barras de Cantor de 5 pasos.
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Para de terminar el valor de D, se calcula la
intensidad promedio / en bandas elegidas cn la figura dc
difraccion dentro de 1a denominada zona fractal. Esta cs
la zona correspondiente a las bajas frecucncias y estd
limitada por el primer cero de 1a envolvente de difraccion
producida por el elemento minimo de la red, o sea el
primer cero del factor de forma. Esta cs la zona en la que
.se estudian las caracteristicas fractales. - '

En la Fig. 6 se muestran los valores obtemdos
experimentalmente.-
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Figura 6 G;af co log-log mostmndo Ia relaczon entre la
intenisidad I y la posicion espacial q.

IV. METODO DE SIMULACION

En el proceso de simulacion, el fractal de Cantor se
genera por un algoritmo recursivo que utiliza el operador
de Hutchinson. Si W(x) = wi(x) L wy(x) es el operador de
Hutchinson asociado al conjunto de Cantor, entonces
wix) = (1/3) x ywa(x)= (1/3)x + (2/3) conx € Ay donde
Ay es el segmento unitario base. Por lo tanto, 4, = W(4,;)
es una aproximacion del fractal de Cantor para n pasos.

Usando un algoritmo rdpido se calcula la

“transformada de Fourier de A4,. 'La distribucion de

intensidad se obtiene graﬁcando el cuadrado de la
amplitud en funcion de la posicion como se indica en la
Fig.7. :
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Figt.lra 7. Intensidad de la figura de difraccion producida por
las barras de Cantor de 5 pasos. '

La intensidad medida en la posicién g sobre la figura
de difraccién resulta proporcional a una potencia de ¢,
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es decir [ = . Si D no es cntero, se concluye que cl
objeto dlfmclamc es un fraclal y que su dimension
frachl esD.

En la Fig. 8 sc muestran los valores y la recta de
ajuste obtenidos. La pendiente de esta recta es -0,62972 y
corresponde al valor de la dimension fractal D.
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Figura 8. Gréfico log-log mostrando la relacién entre la

intensidad I'y la posicion espaczal g para el melodo de
v smmlac:on :

V. CONCLUSIONES

La figura de difraccién posee las mismas propiedades
de autosemejanza que el objeto en estudio. La intensidad
difractada por el fractal de Cantor. promediada sobre
bandas de frecuencia, varia de acuerdo a una ley
potencial, y ¢l exponente D de esta ley potencial resulta
ser la dimensidn fractal del objeto estudiado. Ademas, los
valores de D obtenidos experimentalmente v en el

" proceso de simulacién se ajustan al valor analitico con

errores que disminuyen al aumentar el nimero de pasos
en la generacion de las barras de Cantor. Concluyendo la
difraccion de Fraunhofer constituye un método éptico que

. se puede utilizar exitosamente para determinar la

dimension fractal de objetos unidimensionales.
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