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En estc trabajo nos dedicamos al andlisis de (écnicas usuales en el tratamicento de datos experimentales, buscando detectar
la fuente precisa de las anomalias en el célculo de indices fractales y multifractales, y proponiendo mejoras en la concre-
cién de los métodos de ajuste ligados a este cdlculo. Este andlisis permite también justipreciar el aporte del estudio de
cstos indices y las causas de su variacién a la descripcion cualitativa de los fendmenos de escala.

In this work we discuss some techniques usual in the treatment of experimental data, trying to find out the source of
anomalies steming from the calculus of fractal and multifractal indices. We give some hints for improvements in the
implementation of this algorithms, leading to automate the settlement involved in these calculi. This analysis leads also
to appreciate the fruits of the study of these indices for a qualitative description of scaling phenomena.

Introduccion

Nuestro propésito es exponer resultados que hemos ob-
tenido sobre aspectos algoritmicos y numéricos del calculo
de dimensiones fractales y espectros multifractales. de re-
levancia en el andlisis de cscala de transiciones dc fase y
fenémenos de crecimiento.

El estudio del formalismo multifractal ha avanzado
en afios recientes dando formalidad a algunos resultados
bdsicos: sc ha establecido su validez para el caso auto-
similar continuo y para medidas de equilibrio’*? y se ha
mostrado que no es vdlido para las medidas autosimilares
discontinuas recientemente introducidas y analizadas por
Riedi y Mandelbrot®. Tratamos los algoritmos de conteo
de cajas basados en una funcién de particién

Z(g. 1) =Y ple"
T

donde p indica lamasa y € el didmetro de un elemento de la
particion . En los aspectos numéricos se han probado di-
versos métodos y alternativas para superar las dificultades
en el cdlculo del espectro asociado a las zonas més ralas de
la medida cuando g < 0%%. Para el algoritmo de tamafio
fijo han sido propuestas y probadas recientemente’® modi-
ficaciones muy promisorias.

En esta presentacion nuestro trabajo se limita al andlisis
de los algoritmos de conteo de tamaiio fijo (candnico) y al
de masa fija (tambien llamado de reconstruccién de la den-
sidad). Tomamos como programa base el cédigo C de Jor-
di Mach (http://www.qf.ub.es/area5/jordi), de cuyo andlisis
pormenorizado surge de inmediato un hecho significativo:
mds alla de la descripcién conceptual de los algoritmos, su
implementacién en C supone decisiones que exceden los
aspectos técnicos de programacion, y requieren fundamen-
tacién. El segundo hecho significativo, que buena parte de
esta exposicion estd dedicada a demostrar, es que los re-
sultados que se obtienen de esos programas dependen en
buena medida de estas decisiones aparentemente técnicas.

Describimos los aspectos generales de los algoritmos
de conteo de cajas, remitiéndonos al trabajo de Mach et
al®.
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Hemos tratado de clegir ejemplos significativos para
ilustrar los inconvenientes del cédlculo, y en aquellos ca-
sos en que nuestro andlisis lo justifica, sugerimos posibles
procedimientos para obtener resultados consistentes entre
los distintos métodos y con la teorfa.

Los algoritmos: esquema general

Tenemos un conjunto de sitios formando un sustrato,
scgtin un reticulado plano de N x N. Estos sitios puede es-
tar o no ocupados por una particula. Una caja C cuadrada
de lado €, tiene una masa p(C), el nimero de particulas
que contiene. Las caracteristicas que estudiamos. las di-
mensiones gencralizadas'® D, y el espectro multifractal'!
(o f{0)), fueron introducidas para describir ¢l comporta-
miento estadistico a escala de la masa respecto al tamafio
cuando éste se acerca a cero. Las técnicas que describi-
mos se basan en distintas formas de extraer una niuestra de
pares tamafio-masa (&, p;).

En los algoritmos de tamafio fijo, la muestra se es-
tructura en distintos niveles de €, se evalian determinados
promedios que permiten obtener un valor que notaremos
genéricamente G(€) en cada nivel, y se estima el exponen-
te de escala g de G(€) respecto a € mediante la pendiente
de la regresi6n de In(G(g)) vs. In(€):

G(g) < €* e—0

Este exponente g es usado para calcular el espectro.

En los algoritmos de masa fija, la muestra se estructura
en diversos niveles de p, se evalian promedios a partir de
los que se obtiene un valor que notaremos G(p), se estima
el exponente de escala g de G(p) respecto a p:

G(p)e<p*  p—0

mediante la pendiente de la regresién de In(G(p)) vs.
In(p), y finalmente se usan relaciones teéricamente esta-
blecidas para estimar el espectro.

La problemidtica que nos ocupa gira en torno a las pre-
guntas: cémo seleccionar la muestra, cémo dependen los
resultados de esta decision, y con qué fundamento se toma
de esa manera.
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Figura 1: Izg: Ajuste del rango en la regresion. La parte sobreescritade la curva es la seleccionada por el gjuste. Las recias trazadas
muestran la variacion de la pendiente, originando estimaciones de la dimension fracial de 1.38 y 1.49 con la modificacién. Der: La
configuracién correspondiente, obtenida mediante simulacion de Montecarlo. : : S

Un ejemplo: la dimension por cajas

El programa que estima la dimensién fractal construye
la muestra tomando para cada € una malla con cajas de ta-
mafio €, jugando el papel de G en nuestro esquema general
un promedio N(g) del nimero de cajas con masa positiva
en la malla, de la siguiente manera: fijado un &, se elige
un origen O al azar en el sustrato, con centro en ese origen
se traza una malla formada por cajas de lado € cubriendo
el sustrato. y se cuenta el nimero de estas cajas que tienen
masa positiva, No(€). o
-, Reiterado este procedimiento con diversos origenes, se
forma el promedio N(g) = (No(€)). Hecho esto para valo-
res de € logaritmicamente equiespaciados entre €min ¥ Emax:
se aplica nuestro esquema general para obtener el exponen-
te que en este caso es —Dy, siendo D la dimension fractal:
i.e. serealiza laregresionde In(N(g)) vs In(e) para estimar
el exponente en la relacién '

N(g)=<ePr g0
El problema que nos atafie es: c6mo fijar €uin Y Emuaxs
pardmetros que el programa base define a partir de las di-
mensiones del sustrato, aunque permite el ajuste a posterio-
r1 de este rango, basado en la apreciacién de la regresién.

- “Observamos en una diversidad de configuraciones un
mismo-fenémeno: para € pequefio, la curva de regresién se
acerca a pendiente 0, como puede apreciarse en la Figura 1.
Esto resulta comprensible de tenerse en cuenta que, cuan-
do € estd por debajo de la distancia media-entre particulas,
hay un efecto de finitud. Este efecto hace que la dimension
fractal sea artificialmente variable. En consecuencia, modi-
ficamos el programa tormando como €,,;; esta distancia me-
dia (estimada suponiendo una distribucién uniforme). Este
efecto fue observado por Dubrulle!?, y la alternativa que
proponemos analizada y descartada, por su inconsistencia
con la necesidad de aproximarse al limite € — 0 y la con-
siguiente pérdida de informacién acerca de la dimensién.
Sin embargo, en nuestro andlisis de- configuraciones obte-
nidas por simulacién de Montecarlo donde persisten com-
ponentes puramente -aleatorias por-efecto.térmico, hemos
comprobado la utilidad de esta técnica para corregirlo.
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Espectro multifractal: tamafio fijo
Se trata de describir la curva espectral (o, f(ot)), para-

“metrizada por la “temperatura inversa”q'®. Considerando

en este caso € constante’, la funcién de particién en la que
se basa el andlisis resulta -

Z(q,1) = 8_121)"
T

La muestra se obtiene de la misma manera que en el caso
anterior pero se calculan para cada £ promedios (respecto a
diversos origenes O)

log(A(g,€)) = <(log(Ao(g.€)))

S = X3 pilog(pi))
log(F(g,€)) = ((log(Fo(q.€)))
= (Zﬁilog(ﬁi)>

donde i es un indice para recorrer las cajas de cada particién
regular de lado € y j; es la normalizacién

Tomando entonces A(g.€) y F(g,€) como G(g) en nuestro
esquemna general se obtienen los exponentes de escala 0(g)
y f(o(g)) respectivamente. Como ya comentamos en la
introduccién y comprobamos en nuestra experiencia, este
algoritmo no pérmite obtener el espectro para g < 0 sal-
VO en casos muy especiales. A estos fines se adapta mejor
el algoritmo de masa fija. Notemos que, como destacan
Borgani et al.'*, el algoritmo de masa fija tiene el inconve-
niente de mezclar diversas escalas, impidiendo distinguir
regimenes que suelen variar con la escala cuando se trata
con datos experimentales o simulados.’

Espectro multifractal: masa fija

‘Se describe la curva-espectral (o, f(o)), parametrizada
por la “energia libre”t!3. Teniendo en cuenta que en este
caso p se considera constante, la funcién de particién en
que se basa el anilisis es

Z(g,1) = p" XeTT/N(p)
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Figura 2: Izq: Cu/ va espectral couespondmnle al c/ucte: mfmlo en el umbral de percolacion de sitios (resulié innecesario el ajum’
en este caso). Der: Curvas espectrales correspondientés al ambiente (puramente aleatorio) del cluster anterior. La curva cmomawno.

est@isobre la recta horizonial correspondiente a Ia dimension es la ajusm(!a

0.8

0.6 |

0l

F10u1a 3; Izq: Dlvw sas curvas espectrales, obtemdas mn distintos rangos de p. La curva cuyo mdximo estd sobre la wcm horiz onlah
correspondiente a la dimension es la ajustada. Der: La confi gumcmn conespondteme obtenida por electrodeposicién”:

Obsérvese que el segundo factor es un promedic;f respecto
a la.distribucién definida por p, en una muestra;
(p.€) que, a diferencia del caso anterior, no.proviene de
una particién del dominio. N(p) es el niimero de bjempla—
res de la muestra en los que se obtuvo masa p.=Vale este
comentario para los promedios en las siguientes estimacio-
nes : ;

)Y éilog(er)
) S éilose)

log(A(t,p)) = (1/N(p)

log(F(t,p)) = (1/N(p)

donde i es un indice para recorrer las cajas de la muestra

e

con masa py
~T

£,

i

TN ET

Tomando entonces A(t, p) y F(1,p) como G(p)*
tro esquema general se obtienen los exponentes;de escala
a(1) y f(8(1)) respectivamente. El espectro se- delermma
entonces por las relaciones ‘ ~

o

alg) = ﬁ
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. te sea 1, consistente con la teoria’.
"de p, de las regresiones para distintos valores de 1, pue-;
de obtenerse la curva espectral. Modificamos el programa’
- base para permitir este ajuste en el rango de p, loorando‘i
. riotables mejoras. En la Figura 2(Izq). mostramos la curva
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' ,En la aplicacién de este a]°01111n0 lesulla c1uc1al la deter- | i
* minacidn del rango de p. Para diferentes rangos las curvas |
_espectrales son a veces cualitativamente satisfactorias, pe-:
. ..ro cuantitativamente inconsistentes. Proponemos ajustar el’}

- rango para lograr la consistencia cuando se conoce Dy: es:|

- sabido que 1(0) = —Dy, y se puede determinar el rango de-
© p buscando que en la regresion para T= —D/ la pendien-
9

Definida la variacion:

espectral para el cluster infinito (cerca del umbral de perco-

N lacién de sitios), donde se obtiene sin ajuste la dimensidn}
estimada por otro método 1.87, y en la Figura 2(Der) cur-,

vas espectrales para el entorno puramente aleatorio donde
se forma este cluster, fue necesario el ajuste para obtener:
la dimensién 2. En la Figura 3 se muestra el corrimicnto;

- en la curva espectral debido al ajuste en el rango de p para;
ubicar el mdximo en Dy = 1.68, para una configuracién ob-'

lemda por electrodeposxclon En la Figura 4, mostramos
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Figura 4 l:q Curvas espectrales del mor/elo de ruptura dieléctrico (= 1.2). La curva ciyo maximo esm sol)le la recta horizontal
correspondienie a la dimension es la ajustada Der: Configuracion correspondiente a las curvas ecpcclmle

un fenémeno similar para una configuracién obtenida por
simulacién del modelo de ruptura dieléctrico (n = 1.2).

Conclusiones

Al calcular curvas espectrales. es necesaria gran pru-
dencia en el uso de estos programas, hasta que se funda-
menten algoriumos mds fiables. Nuestro criterio de consis-
tencia entre distintos resultados ofrece una a]lemalwa
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