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Este articulo se refiere a la rotacidn de estrellas cudnticas relativistas. Similarmente a lo que sucede en espa-
cio plano, demostramos que los sistemas cudnticos coherentes en estado fundamental son no rotantes. En el
caso de estrellas neutronicas, que pueden considerarse como formadas fundamentalmente por un superfluido,
el momento angular se debe a la presencia de vdrtices, los cuales en buena medida determinan los efectos ob-
servables desde el exterior por acoplamiento con la corteza. Su densidad y distribucidn es crucial en la dind-
mica de la estrella. Aquf estudiamos los efectos gravitatorios que modifican la distribucidn de vdrtices y encon-
tramos efectos notablemente significativos, con correcciones para modelos realistas del orden del 15%.

We study the rotation of quantum relativistic stars, and show that as coherent quantum systems in the funda-
mental state they are non-rotating. Hence for neutron stars, basically formed by a superfluid, the angular mo-
mentum is generated by vortices, which are responsible for several phenomena via their coupling to the star
crust. For this reason their density and distribution is crucial for the dynamics of the stars. In this work we
analize the gravitational effects that acts on the vortices and show that there are very significant consequences,
with corrections of the order of 15% for realistic models.

I. INTRODUCCION

Los efectos gravitatorios relacionados con fenémenos
cudnticos son generalmente muy pequefios debido a la
gran diferencia entre las escalas propias del campo gra-
vitatorio y la de la longitud de coherencia del sistema
cuantico. Una excepcidn es la generacién de inhomoge-
neidades en el universo por la amplificacién y paso a un
régimen clasico de las fluctuaciones cuénticas del campo
del inflatén. En este caso el fenédmeno ests relacionado
con la propagacién de modos de longitud de onda compa-
rable al tamafio del horizonte del universo en el periodo
inflacionario, y por lo tanto con escalas similares.

En el contexto de astrofisica debemos buscar efectos
fenomenoldgicamente significativos de la teoria de cam-
pos con un fondo gravitatorio, en relacién con objetos
cudnticos coherentes a través de regiones macroscépicas
comparables con la escala en que varfa el campo gravi-
tatorio. En este sentido son particularmente interesantes
las estrellas bosdénicas y de neutrones.

En las estrellas de neutrones el cardcter cuantico se
debe al estado superfluido en que se encuentran los neu-
trones por las presiones existentes en su interior. Asf lo
indican tanto la teorfa [1], como la evidencia observa-
cional [2]. La superfluidez es un elemento indispensable
en los modelos que explican la dindmica de rotacién de
pulsares y en especial los largos tiempos de relajacién
de la velocidad angular posteriores a los glitches. Los
modelos de pulsares los suponen constituidos por varias
capas, que comprenden la corteza exterior sélida, que es
la zona directamente accesible a la observacidn, la cor-
teza interior y el nicleo interno, estas dltimas formadas
en su mayor parte por neutrones superfluidos. La ro-
tacién de la estrella implica un gran nimero de vértices
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que atraviesan el superfluido en direccién paralela al eje
de rotacidn y que terminan acopldndose a la corteza ex-
terior. Se supone que los fenédmenos asociados a glitches,
y de los cuales hay una gran cantidad de informacién
experimental, estan relacionados con distintos regimenes
de acoplamiento de los vortices con la corteza. Por ello
es de interés el estudio de los efectos gravitatorios en
la distribucién de vértices. Aunque esta presentacién se
refiere particularmente a estrellas neutrdnicas, nuestros
resultados generalizan los ya obtenidos para la rotacién
de estrellas bosdnicas [3].

La Seccién 2 da una introduccién al problema de la
rotacién de una estrella cudntica en la aproximacién de
campos gravitatorios débiles. Esta aproximacién sdlo es
vélida para la velocidad angular de la estrella, pero no
es aplicable al campo gravitatorio debido a la masa. Por
ello en la Seccidén 3 analizamos la rotacidén de una estre-
lla cudntica en general, usando la métrica exacta para el
potencial gravitatorio escalar y a primer orden en la velo-
cidad angular. Finalmente en la Seccién 4 estudiamos la
distribucién de vdrtices en estrellas superfluidas, y mos-
tramos que aparece una diferencia significativa con res-
pecto a la distribucién correspondiente en espacio plano
o con potencial escalar supuesto débil.

1I. ROTACION DE UNA ESTRELLA CU./:&NTICA
EN UN CAMPO GRAVITATORIO DEBIL

Con el objeto de entender la fisica del problema lo
trataremos primeramente en la aproximacién de campos
gravitatorios débiles. Ello es posible cuando la métrica
no difiere mucho de la de Minkowski [4], es decir

Gur =N + by, by K1 (1)
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En este caso se puede pensar que el espacio es plano
e interpretar los efectos de la métrica como debidos a
un campo tensorial en este espacio. El hamiltoniano de
una particula libre no relativista en presencia del campo
gravitatorio queda [5]

— "iz
(Ftmh)”

H =(1+3¢)2—"

meo (2)
donde h; = ho; yoé= ig.n . Excepto por el factor (143 ¢),
que corresponde al corrimiento hacia el rojo, hay una si-
militud total con el hamiltoniano de una particula en un
campo electromagnético, donde —eA corresponde a mh,
y el potencial eléctrico al gravitatorio newtoniano. Se
podria suponer en base a la analogia electromagnética
que entre los efectos presentes en un superfluido inmerso
en un campo gravitatorio estd el efecto Meissner de ex-
pulsién del campo rot h. Esto fue propuesto en [6], pero
no es correcto llevar la analogia hasta este punto, como
es claro en base al principio de Mach. Segun éste el es-
tado de movimiento de las fuentes del campo afecta a los
demas cuerpos tratando de imponerles como sistema de
referencia en reposo su propio sistema de referencia en re-
poso. Por ello el efecto de interaccién gravitatoria sobre
los cuerpos es de naturaleza paramagnética independien-
temente de la substancia con que estan constituidos y no
hay efecto Meissner.

Para verificar la inexistencia de tal efecto Meissner po-
demos desarrollar el tensor de energia impulso de un
fluido perfecto T# (p + p)utu” + pg*”, donde p es
la presién y p la densidad de energia, para pequeiias ve-
locidades. De la ecuacién de Einstein en la aproximacién
de campos débiles y en coordenadas arménicas resulta

. 1 - .
Ah=167G[(p+p) v+ 5(3p+p)h] , divh=0. (3)

De la Ec. (2) deducimos por analogia con un super-
conductor que se cumple rot (F+h) =0y como divv =0
para un fluido rotante estacionario, es ¥ = —h. Entonces

(4)

que evidencia el cardcter paramagnético de la interaccién
gravitatoria. Un resultado similar se obtiene en Ref. [7],
con una diferencia en el factor numérico debido a que los
autores no consideran el término proporcional a R en el
segundo miembro de (3). En este caso dicho término es
tan importante como el primero ya que & = —h.

La ecuacién (4) es una ecuacién de Schrodringer para
h. Surge naturalmente la pregunta sobre la existencia de
una solucién que anule & en el infinito y sea regular en
todo el espacio. Dicha solucién corresponderia a un es-
tado rotatorio para la estrella en el que las fases introdu-
cidas en el superfluido por la rotacién seria exactamente
cancelada por la fase introducida por el campo magneto-
gravitatorio & . Suponiendo densidad constante resulta
que tal solucién existe pero para una estrella de radio

AE:—STrG(p—-p)I—“L
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superior al radio de Schwarzchild correspondiente a esa
densidad, y por lo tanto inestable. Esto indica que debe-
mos considerar el problema mas alla de los limites de la
aproximacién de campos débiles para las restantes com-
ponentes de la métrica, pues los efectos no lineales son
importantes, tal como se hace en el capitulo siguiente.

III. ROTACION DE ESTRELLAS CUANTICAS

En esta seccién analizaremos la rotacién de una estre-
lla cudntica. Consideraremos en forma perturbativa la
velocidad angular € y la componente g, de la métrica,
inducida por ésta, y en forma exacta las restantes com-
ponentes del campo gravitatorio.

Para ello seguiremos el andlisis de la rotacién de una
estrella hecho por Hartle [8]. La métrica a primer orden
en la velocidad angular viene dada por

ds? = — e?®dt? 4 e2Mdr? + r2(db? + sin 260 dyp?)

—2r%sin?0 wdepdt (5)
donde w(r, @) es la velocidad angular que adquiere un
objeto al caer libremente desde el infinito al punto (r, )
y es responsable de la rotacién de los sistemas inercia-
les locales de referencia con respecto a las estrellas fijas.
Los potenciales ® y A son funciones pares de la velo-
cidad angular y por lo tanto en esta aproximacién son
las funciones de r no perturbadas calculables sin tomar
en cuenta la rotacidon. Para estrellas que finalizaron la
evolucién termonuclear es posible calcular la estructura
conociendo la ecuacién de estado y dando un valor para
la presion central. Las ecuaciones correspondientes son:

m(r) = /Or 4rpdr (6)

dp _ (p+p)(m+4rrp)

dr r(r — 2m) (™

dp m+ 4mrip

dr r{r — 2m) (8) v
et = r—2m ©)

Asi la tnica funcién a determinar en la métrica es w que
debe ser calculada a partir de la ecuacién de Einstein
para la componente R, del tensor de Ricci.

La velocidad angular del sistema puede ser caracteri-
zada con precisién por la cantidad € = u?/u’, donde
u”es el cuadrivector velocidad del fluido. Q representa la
velocidad angular medida por un observador en reposo
en algin punto del fluido. Supondremos que la rotacién
es uniforme, €2 constante, porque es esta configuracién la
que minimiza la energia de la estrella y por lo tanto es la
unica estable. Si la materia constitutiva puede ser carac-
terizada como un fluido perfecto se deduce la siguiente
perturbacién para la componente Ty, :

Tpr = —r?sin 260 ((p + p) Q — pw) (10)
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Desarrollando w en serie tenemos:

1 dp

w(r,6) =Y w(r) o578 (11)
=1

donde P, es el polinomio de Legendre de grado [.
La ecuacién de Einstein perturbada para las funciones
radiales queda

wl,n +(§ — AN —Q')w[,,
2 1 {+1)

crz q)I_AI_ 2A 4
+r(r+ 2r er)w

1
= 167e** (S (p+3p)w' — (p+p) &)  (12)
Resta atn introducir la relacién que caracteriza al
caracter superfluido. Esta serd la generalizacién a es-
pacios curvos de la ecuacién rot v= 0 que indica el
flujo irrotacional para el superfluido en ausencia de gra-
vitacidén, siempre que no haya vdrtices presentes. Esta
generalizacion es
IR (uj e — ug ;) =0 (13)
donde u es el cuadrivector velocidad y € es el vector de
Killing correspondiente a la coordenada temporal. De-
bido a las simetrias del problema esta relacién se reduce
a Uy, = 0 y puede ser reescrita

d

E(uwgwcp + u'gep) = 0 (14)
Reemplazando las componentes de la métrica segun la

férmula (5) deducimos que la cantidad r?(u® — u'w) es

una constante independiente de r y por lo tanto nula. De

esto resulta

(18)

Volveremos sobre esta relacién en el capitulo 4 genera-
lizdndola para incluir la presencia de vortices.

Introduciendo esta relacién en la ecuacidén (12) y
usando (6) obtenemos la ecuacién que debe cumplir w
para la estrella superfluida:

2-U+1) 2n 1

r2

oot =N =@ )l t 0 (16)

Mediante el reemplazo w = %, y considerando sélo
términos lineales en los campos se reobtiene la ecuacidon
(4). Se observa que para A y ® regulares en el origen,
es decir estrellas no singulares, la tinica solucién con geo-
metria regular es w = 0. Por lo tanto no hay solucio-
nes para estrellas superfluidas rotantes sin vértices. Un
resultado similar fue obtenido en la Ref. [3] analizando
estrellas bosénicas. Para éstas no existe una ecuacién
de estado efectiva y la estructura se calcula mediante
la ecuacién de Klein-Gordon. Asimismo el tensor de
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energia-impulso deja de ser isétropo en las coordenadas
espaciales y las presiones radial y tangencial son en ge-
neral diferentes. Pero esto no impide que se vuelva a
obtener la ecuacién (16) y por lo tanto el mismo resul-
tado negativo, ya que si se generaliza el tensor de energia
impulso para incluir diferentes presiones radiales y tan-
genciales, en la ecuacién (12) sélo interviene la presién
radial. La ecuacidén Q = w se satisface automaticamente
debido a la coherencia del campo escalar y se manifiesta
a través del tensor de energia impulso que sélo depende
de w.

IV. ROTACION EN PRESENCIA DE VORTICES

Vista la imposibilidad de la rotaciéon de la estrella
cuantica como perturbacién de su estado fundamental,
pasamos a estudiar la rotacién mediante vortices y las
modificaciones que introduce el campo gravitatorio con
respecto a los resultados que se obtienen cuando este se
puede despreciar. El interés fenomenoldgico del cédlculo
en relacién con la teoria de pulsares fue comentado en
la introduccién. Para introducir la contibucién de los
vértices a la dindmica de rotacién de la estrella super-
fluida, generalizaremos para espacios curvos el enfoque
desarrollado por Landau [9].

La transicién superfluida puede ser entendida como la
condensacién de Bose de ciertas cuasiparticulas. Consi-
deremos que el operador de campo efectivo puede escri-
birse ¥ = Z 4+ ¥, donde Z es el operador que corres-
ponde al condensado de Bose. Debido al gran nimero de
particulas en el condensado podemos ignorar la no con-
mutatividad entre Zf y = cometiendo errores de orden
1/N, donde N es el nimero de particulas involucradas.
Es decir podemos suponer que = se comporta como una
variable cldsica cuando N — oo. El valor de esta variable
viene dado por

)

Hmp 00 (N l:]!\/—kl):E
myoeo(N + 1| &t | N) = =*
=t

—_la

El op.erador es el operador de densidad de particulas
ng del condensado y por lo tanto se puede poner

2(t,r) = /ol e o0

que es la funcién de onda macroscépica del superfluido.
En base al principio de equivalencia, la corriente que ca-
racteriza al condensado debe escribirse como:

(17)

Ju = %(E@;E — 2%0,5) = 18,0

Debido a que la mayor contribucién a la energia de las
particulas es la masa en reposo la dependencia temporal
de © es 2 y resulta jo = mnge®

Por otra parte tenemos que Q = Z—‘: = J—; , por lo cual

J

j®
ot

_ Je9%? + jig®
/T

J

Q=
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Reemplazando la métrica y a primer orden en w queda
0,0

mr2sin® 6

Je

@
e +w
sin? 4 jt

r2

Por 1ltimo, utilizando la simetria de rotacién del pro-
blema y que la funcién de onda es univaluada obtenemos
© = n(r,0) ¢ , donde n(r,8) es el nimero de singula-
ridades de la fase que debe cruzar un anillo paralelo al
plano zy que pasa por el punto (r,6) a medida que se
lo contrae hacia el eje z. Por ello es igual al nimero de
vértices encerrado por dicho anillo, ya que por razones
energéticas los vértices aparecen con nimero topoldgico
uno. Entonces finalmente

n(r,6)

mr2sin %0

Q= 6(I> + w (18)
Esta es una generalizacién de la ecuacién (15) que in-
cluye la presencia de vortices, y también de la corres-
pondiente al problema de la rotacién del superfluido en
espacio plano donde el segundo término del miembro iz-
quierdo no aparece. En esta férmula se puede apreciar
que la fase introducida por los vértices en el superfluido es
la suma de la fase cinética de la rotacién més una debida
al campo gravitatorio. A diferencia del andlogo electro-
magnético y a lo que se interpreta en la aproximacién de
campos débiles esta fase no se debe a una conexidn sino
a la métrica que hace diferentes las componentes cova-
riantes y contravariantes.

Tenemos todos los elementos para calcular la distri-
bucidén de vértices de una estrella superfluida, dada la
velocidad angular © y la estructura de la estrella en re-
poso. Para obtener dicha distribucién calculamos w con
la férmula (12), haciendo la suposicién razonable de que
la energia de interaccidén entre vértices es despreciable
con respecto a la energia cinética de rotacién, o sea que
el tensor de energia-impulso del cuerpo en equilibrio ro-
tando mediante vértices no difiere apreciablemente del
calculado para un fluido perfecto. Los vértices se van a
situar de manera de minimizar la energia total del fluido
permitiendo que el movimiento macroscépico sea igual al
de la rotacién de un fluido sin vértices. Es conveniente
sefialar que por efecto del campo gravitatorio los vértices
dejan de ser paralelos al eje z, excepto en el plano ecua-
torial. Como w es una funcién mondtona decreciente del
radio el efecto de apantallamiento de vdrtices es mayor
en el centro que en la periferia. Una vez obtenido w se
puede despejar el niimero de vértices de la férmula (18).

Fuera de la estrella es w(r) = ZgJ , donde J es el mo-
mento angular total, por lo tanto aplicando la férmula
(18) para § = 7 ¥y r = R se obtiene para el nimero
total de vértices en la estrella. Aun no conociendo
la distribucién de masa en la estrella, que dependera
del modelo considerado, es posible dar una cota supe-
rior para el nimero promedio de vértices por unidad de
drea invariante, dA = 2mreMdr, teniendo en cuenta que
eMr) > e=®(R) para r < R:

N 2GJ R %

a=-m )=

2GJ

r3

(€ -

Vg = < Q@ -

)

m
73 T
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La disminucién relativa del niimero de vértices con res-
pecto al calculado para espacio plano es:
Yo—Vg o 2G1I
Vo = ¢2R8

A=

donde I es el momento de inercia de la estrella. Para
ver més claro el significado de esta férmula ponemos
I = M7 donde 7 es el radio de giro, y la disminucién
porcentual es (%Rﬁ)(%) , donde 2GM es el radio de
Schwarzchild de la estrella. Nuevamente se observa aqui
la imposibilidad de la rotacién sin vortices sin que se
forme un agujero negro. Para diferentes modelos de es-
trellas de neutrones, calculando con los resultados dados
en la Ref. [10], este cota varia entre el 11% y el 15%. Los
efectos del potencial gravitatorio k no han sido medidos a
nivel cudntico (excepto algunos efectos inerciales) debido
al pequerio valor de este campo en los laboratorios terres-
tres. Evidentemente este es un efecto significativo y un
ingrediente necesario en la consideracién de los datos ob-
servacionales, pero su verificacién depende del desarrollo
de ecuaciones de estado de la materia nuclear y de mo-
delos tedricos para los pulsares suficientemente realistas.
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