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En este articulo comunicamos el resultado de integrar las ecuaciones de campo, en forma exacta, para datos
dados en el infinito nulo futuro correspondiente a sistemas simples en gravedad linearizada. Esto provee de un
método para la interpretacién fisica de soluciones exactas en término de conceptos inambiguos de la relatividad
especial. Trabajamos en el formalismo de GHP de tetradas nulas, en donde presentamos las ecuaciones que
relacionan los coeficientes de espin y las componentes de una tetrada general adaptada a una congruencia de curvas
nulas. En el marco de espacio-tiempos asintéticamente planos introducimos el concepto de tetrada rotante, asociada
al momento angular, que muestra ser de utilidad en la integracién de soluciones con momento angular.

In this article we communicate the result of the integration of the field equation for data given at future null
infinity; corresponding to simple systems in linearized gravity. In this way, a method for the physical interpretation
of exact solutions, in terms of unambiguous concepts coming form special relativity, is given. We use for the
calculations the GHP formalism of null tetrads, and present the equations that relate the spin coefficients and the
null tetrad components associated to a general congruence of null curves. We introduce the concept of rotating null
tetrad for asymptotically flat spacetimes with angular momentum; which are useful in the integration of spacetimes

with angular momentum.

1 Introduccién

La no linealidad de las ecuaciones de campo de la
relatividad general trae aparejado, la dificultad técnica
para resolverlas. A esto se debe agregar que por ser
ésta una teorfa que involucra la estructura del mismo
espacio-tiempo no es posible pensar en una dada arena
independiente de los campos existentes, como en otras
dreas de la fisica, donde el espacio-tiempo estd dado y
sobre el cual se basa todo andlisis. Esto implica que
nuestra intuicién, basada en la fisica Minkowskiana,
tenga ciertas dificultades a la hora de dar una
interpretacion de las soluciones.

Existen muchas soluciones de las ecuaciones de
Einstein pero pocas a las cuale$ sea posible atribuirles
una interpretacion fisica concreta.

En gravedad linearizada es posible definir sin
ambigiiedades los conceptos fisicos, cuya aplicabilidad
se intenta extender a la teoria completa.

La nocién de sistema aislado, que en relatividad
general se modela con espacio-tiempos asintéticamente
planos, es una herramienta importante para el estudio
de muchos problemas, que nos permite considerar
ciertos sistemas como separados del resto del universo.
En este caso es posible definir cantidades con
interpretaciones concretas como masa, momento total y
momento angular (es de notar que la definicién de

* Autor a quién debe dirigirse la correspondencia
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momento angular es canénica sélo en el caso de
espacio-tiempos estacionarios®).

Como primer paso en el camino de obtener una
descripcidn fisica de las soluciones exactas trataremos
en este trabajo con espacio-tiempos estacionarios y
asint6ticamente planos.

En esencia, usando tetradas nulas, definidas
geométricamente, nos proponemos dar datos en el
infinito nulo futuro, para espacios estacionarios, y
luego proceder a la integracién radial hacia el interior.
Estos datos asint6ticos serdn motivados por el estudio
de soluciones linearizadas de las ecuaciones de campo
y constituirdn la base de nuestra interpretacion de las
soluciones exactas.

En la seccién (2) presentamos las tetradas nulas
sobre las cuales basamos nuestros cdalculos, en
particular el concepto de tetrada estandar® adaptada a
espacio-tiempos asintéticamente planos y damos la
definicién de tetrada rotante. A lo largo de todo este
trabajo trataremos las ecuaciones de Einstein en el
formalismo de GHP® adaptado a estas tetradas nulas.

En la seccién (3) se analiza, el comportamiento del
tensor de Weyl en gravedad lineal, se resuelven las
identidades de Bianchi linearizadas para un espacio-
tiempo vacio estacionario y asintéticamente plano. Se
obtiene entonces el desarrollo multipolar de Weyl
linearizado que sugiere la forma de las condiciones
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asintéticas exigidas en los cdlculos de soluciones
exactas. .

En la seccién (4) presentamos el primer ejemplo
en donde, a partir
provenientes de los resultados de la ‘seccién anterior,
calculamos los  espacio-tiempos  monopolares
obteniéndose de esta forma la célebre solucién exacta
de Schwarzschild."

Con el mismo espiritu, en la seccién (5), partiendo
-de las condiciones asintéticas que definen un espacio-
tiempo monopolar con momento angular en gravedad
linearizada, buscamos la correspondiente solucién
exacta de la ecuacién de vacfo. En este caso se
encuentra que es fisicamente ‘méds relevante la
definiciéon basada en la tetrada rotante; a partir de la
cual encontramos como solucién a la familia de
métricas de Kerr-NUT®, '

Finalmente, en el apéndice, presentamos las
ecuaciones que relacionan los coeficientes de espin y
las componentes de una tetrada general adaptada a una
congruencia de curvas nulas que- generalizan las
correspondientes a cada una de las tétradas utilizadas
en este trabajo. '

2 Descripcion de tetradas

Como hemos mencionado nuestro trabajo estd
relacionado con la nocién de espacio-tiempos
asint6ticamente planos en el infinito nulo futuro, como
estdn definidos en la referencia (2). La suposicién
global de que |* posee la topologia de S° X IR hace
posible introducir un sistema de coordenadas adaptado
a estas caracteristicas de scri de la forma (#,%,,%,)

donde @ cérrespondc a la coordenada a lo largo de
IR y X,,X, son coordenadas de § 2 ;'de manera tal

que & = cte. determine una secci6n de scri.

Para completar nuestro sistema de coordenadas en

un entorno del infinito nulo futuro definiremos la
coordenada asintStica r como el pardmetro afin a lo
largo de geodésicas nulas que segiin sus caracteristicas

geométricas determinaran los sistemas de coordenadas -

y las tetradas utilizadas en este trabajo.
Llamamos tetrada estdndar® a la definida por las
geodésicas nulas ortogonales a las superficies

i =cte. que llegan a |* . Tenemos entonces un
sistema de coordenad‘a; (u, r,xz,xs) en una vecindad
de scri en la variedad M, donde u=% ,x, =X, y
o~ +
x,=% en |
tendran twist nulo. .
En nuestro sistema de coordenadas, u = cte.

define hipersuperficies nulas en el interior de la
variedad M con vector'_normal £,

£,=(du), . 2.1)
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de condiciones asintéticas -

Por construccién las geodésicas .

La tetrada adaptada a esta geometria puede ser
escrita en este sistema de coordenadas como:

a

a<

B 0= — 2.2)

or ) - (

{aY

=B — 2.3)

m=¢ ax' (

n = —a—- +U i + X! i__

du ar dx (2.4).

A través de una rotacién espacial® es posible
hacer que el coeficiente de spin £ del. formalismo de

-GHP® se anule, esto es:

‘£=0

i

(2.5).

. Fijando la libertad remanente en la coordenada
radial®

r—)r—r;)('u,xz,x3) , 2.6)

,

hacemos que la expansién p se comporte como:

- p= —l+ O(ia) ; 2.7,
: r rj .
lo que es equivalente a decir que r coincide en los
primeros dos drdenes con la distancia de luminosidad
r,. Esta transformacién no solo simplifica el
comportamiento de p, sino que.' también le da
relevancia fisicaa r . ‘ '
Definimos la ‘fetrada rotante’ basando la
construccién anterior en la congruencia de geodésicas

" nulas tales que l}/? (término asintético principal de la

componente espinorial ¥, .del tensor de Weyl) sea
igual a cero. Esto es posible porque determina sélo la
condicion inicial para las geodésicas nulas ‘entrantes’.

Esta congruencia de geodésicas nulas tendrd en
general twist no nulo por lo que la expansion p serd
compleja. Tomaremos-como coordenada ‘radial’ r al
pardmetro afin a lo largo de las geodésicas, cuyo origen
es determinado de manera tal que

— 2 1
p+p=——+0(—3—) . (2.8)

r r

«
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que corresponde al criterio andlogo al anterior. Se g ‘/’0 =M (3.2) {‘
puede definir entonces un sistema de coordenadas’ : 2 . '
donde:1a tetrada “rotanté” queda expresada como :
i@ i
a 1? : 0 _ L im ;
. _[ 9 ) v,=Xb"Y, . (3.3)
= — * 2.9) m=-1
ar L . }
L) donde los ,Y,,, son los arménicos esféricos con peso %
4 : n
. de espin; s, y los @™, b'™ junto con M son |
a _ gi dJ B constantes. Por ser. el espacio-tiempo estacionario y
m —5 e i (2.10) . P 2) - i
ax' H asintSticamente plano™ se tiene que:
3 ' :
N I
i : 0 _ 0 __
E yi=yi=0 3.4
“_U _3_ X J |J 2.11) De esta forma obtenemos la estructura multipolar
ar ax' ) : de Weyl requerida por las identidades de Bianchi para |
4 el caso de gravedad linearizada en espacio-tiempos ]
i asint6ticamente planos. !
=0 i=023 1=:! @2 ST ”
£ ! =ty @12 4 Espacio-tiempo monopolar 1
r . . . w
: En : la seccibn anterior revisamos el .
{t, x%,x } N {ﬁ’ %2, 5c'3} "f‘ comportamiento mulFipola.r de las compqnentgs del ]
(2.13) tensor de Weyl estacionario en gravedad linearizada. !
4
i
|

Nl
Pensaremos ademds que nuestro sistema de
coordenadas en scri (#,%,,%,) es de Bondi para

ambas tetradas. %

i

3 Tensor de Weyl de espacio-
tiempos asintéticamente planos vy
estacionarios en gravedad linearizada

Las identidades de Bianchi linearizadas se
caracterizan por depender de los coeficientes de espin a
orden cero solamente. En el caso de espacio-tiempos
vacios estacionarios y asintdticamente planos, éstas

- condicionan el comportamiento angular, de los
términos del desarrollo en potencias negativas de 7 de
las diferentes -componentes espinoriales del, tensor de
Weyl. En las ecuaciones siguientes se muestra la forma
de estos términos para los datos libres requerida por las
identidades de Bianchi. Notamos entonces que la parte

~ monopolar del tensor de Weyl se manifiesta en l/lg;
i

. mientras que el aspecto dipolar aparece en l[|/? , que es
combinaci6n lineal de arménicos esféricos de £ =1.
Los momentos cuadrupolares o mayores estdn
determinados por los términos de Y/, segin muestra

la siguiente ecuacién:

¢ al?m

Vo= X —5 2Y}m;f

=2 m=—f ¥

3.1

11 - ANALES AFA Vol.8

Basindonos en este resultado definiremos como
espacio monopolar a un espacio-tiempo
asintéticaimente plano y estacionario que cumple con
las condiciones asintéticas del tensor de Weyl
monopolar linearizado.

Teorema 1: Sea un espacio-tiempo: vacio,
estacionario, asintéticamente plano, y donde ademds
valen las siguientes condiciones asintéticas: En la

tetrada estdndar ¥, = vi=0 y y)#0 (Weyl

" monopolar). Entonces el espacio-tiempo corresponde a

la métrica de Schwarzschild. -

5 Espacio-tiempo monopolar con
momento angular

Ahora queremos incluir momento angular a
nuestro sistema. Por lo que a continuacién daremos dos
definiciones diferentes de espacio-tiempo monopolar
con mofnento angular; adaptadas a cada una de
nuestras tetradas de acuerdo a lo aprendido del andlisis
lineal. -

a) La primer definicion de espacio-tiempo
monopolar con momento angular es: el espacio-tiempo
asintéticamente plano estacionario, que al ser descripto
con la tetrada estdndar se caracteriza por:

CYe=0 , yiz0 ., yi=0.

b) En la segunda. definicién caracterizamos un
espacio-tiempo monopolar con momento angular
basdndonos en la tetrada rotante con twist no nulo.
Haciendo uso de esta tetrada pedimos las siguientes
condiciones sobre las componentes del tensor de Weyl:
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W, =0, yy#0

Integrando las ecuaciones de Einstein en el
formalismo de GHP en funcién de los datos requeridos
por la primera definicién hemos obtenido la solucién
exacta de Newman & Tamburino.

Las ecuaciones de campo de la relatividad general
junto con las condiciones de la definicién b) implican
el siguiente teorema.

Teorema 2: Sea un espacio-tiempo estacionario tal
que cumpla con la definicién b) de espacio-tiempo
monopolar con momento angular entonces la
integracién de las ecuaciones de campo de vacio
conducen a la solucién exacta de Kerr-NUT®,

A continuacién se muestran estas componentes de

la tetrada:
; &
= 5.1
¢ (r—iacos(9)+iB) ©-D
_ 1. E +7 &

X=§ — ( 050 050) 52

(rz +(a cos (9)—8) )

U= 1 T —+

2 (r2+(a cos (9)—B) )

Mr .(5.3)

(r2 + (a cos (8)- B)z)
Donde M, a y B son constantes y

7, =—id"(a cos(8)) (5.4)
& =i a(a” (cos(6)) - 5°(cos(9))) (5.5)

& =igs =2 P, (5.6)

donde & es el operador edth del formalismo de GHP
de la esfera unidad.

Hemos obtenido la solucién exacta de Kerr-NUT a
partir de la caracterizacién asintGtica del tensor de
Weyl para un espacio-tiempo monopolar con momento
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angular. Notar que esta tetrada no coincide con las que
aparecen en la literatura.

6 Comentarios

Esta manera de obtener soluciones exactas, a partir
de datos en el infinito nulo provenientes de gravedad
linearizada, muestran la posibilidad de distinguir
aquellas soluciones de relevancia fisica con una
interpretacion bien definida.

Los resultados de la seccién (5) sugieren que la
tetrada rotante es la mds adecuada para el anélisis de
las ecuaciones de campo en los casos de espacio-
tiempos con momento angular.

Hemos intentado introducir momentos mayores
con la misma filosofia pero la integracién se complica
de manera considerable; sin embargo parece ser posible
construir, en todo caso, una solucién asintética.

Esta metodologia se puede extender a espacio-
tiempos no vacios, como los de Einstein-Maxwell. De
una manera andloga estamos estudiando la posibilidad
de dar una definici6én de espacio-tiempo monopolar con
carga eléctrica. Parece interesante también la idea de
generalizar estos resultados incluyendo momento
dipolar electromagnético a la caracterizaci6n asintética
e intentar dar una interpretacién fisica clara a
soluciones exactas de Einstein-Maxwell.
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Apéndice: tetrada general basada
en una congruencia de curvas nulas

Presentamos la definicién general de una tetrada
adaptada a una congruencia de curvas nulas y las
consiguientes relaciones de metricidad y sin torsién de
la métrica en el formalismo de GHP.

Las ecuaciones presentadas en esta seccién son la
generalizacién de las ecuaciones que relacionan los
coeficientes de espin y las componentes de las tetradas
estdndar® y rotante a tetradas generales adaptadas a
congruencias de curvas nulas.

Definiendo convenientemente el sistema de
coordenadas la tetrada queda expresada como:

a a
0 = — .
(ar) @D

m’ = -a_a+§i _a_a (A.2)
ar dx' '
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; a a v' a Ia
= - Xl - .
n U(&r) + [3x') (A3)

donde ahora el indice i puede adquirir los valores:

i=023

Notemos que ahora n® y m® tienen todas las
componentes; por lo tanto esta es la tetrada mais
general compatible con la ec. (A.1).

, Las relaciones de metricidad y de no torsién

~ componentes de la tetrada en término de los
coeficientes de espin:

N

U,=(e'+&)+

[(1-7)@+(T-7")0]+U(e+¥) (AS)
X =(z-F)E +(F-7)¢ - (A.6)
(g+§)Xi .
@, = (5+£—§)w+05.+

(B’-B-7)-xU
E=(p+e-E)E'+cE -k X' (AP

| Uw, +X'o,-oU,-E'U, =
(B-B'-7)U-K"+ (A9)

(/- -po-d'w

UL +X'E~0X, X, =
(B-B'-7)X" + (A.10)
(8,“5’—p’)§i—6’gi |
0o, +&'0, -0, —E”a),, =

(p-P)U+(p'—p")+(B+8)w (A.ll)
~(B+B)w
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determinan las siguientes ecuaciones para las

(A7)

de la tetrada rotante.

3.

0E+&E-BE-EE=

(p-P) X +(B+B)E - (A1)

En el - caso

(B+B)E

K=e=w=p—-p=0 las .
ecuaciones anteriores se reducen a las de la tetrada

estdndar.
Cuando K = £ = @ = 0 obtenemos las ecuaciones
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