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Investigamos la evolución de la cresta producida por el movimiento convergente de dos substratos
sobre los cuales reposa una capa de un ĺıquido no Newtoniano con reoloǵıa del tipo ley de potencia.
Para tiempos cortos tanto la altura como el ancho aumentan como t1/2 independientemente de la
reoloǵıa del ĺıquido. Para tiempos largos el ancho y el alto de la cresta siguen leyes de potencia cuyo
exponente depende del ı́ndice reológico.

We investigate the evolution of the ridge produced by the convergent motion of two substrates on
which a layer of a non–Newtonian power–law liquid rests. For short times the height and the width
increase as t1/2 independently of the rheology of the liquid. For large time the height and the width
of the ridge follow power laws whose exponents depend on the rheological index.

I. INTRODUCCIÓN

Tiempo atrás uno de nosotros [1] dedujo leyes de escala
para la evolución de cordilleras a partir de hipótesis f́ısi-
cas sencillas acerca del flujo viscoso causado por el acor-
tamiento de la corteza terrestre. A fin de alcanzar una
mejor comprensión de esta clase de flujos investigamos
un modelo que consiste de una capa fluida inicialmente
uniforme que descansa sobre un substrato horizontal y
plano dividido en dos partes, que para t > 0 son empu-
jadas la una hacia la otra. Este movimiento convergente
arrastra el ĺıquido de modo de producir una cresta (ver
figura 1). En un trabajo anterior [2] estudiamos la evolu-
ción del flujo de un ĺıquido Newtoniano y mostramos que
existen dos reǵımenes autosemejantes que se alcanzan en
diferentes dominios espacio temporales. Estos reǵımenes
y sus correspondientes leyes de escala se pueden obte-
ner anaĺıticamente. En este trabajo extendemos nuestra
investigación al caso de fluidos con reoloǵıa de ley de
potencia, dado que esta reoloǵıa es más adecuada para
describir el comportamiento de la litosfera.
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Figura 1: Formación de una cresta debida al movimiento con-
vergente del substrato.
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II. ECUACIONES BÁSICAS

Debido a la simetŕıa nuestro problema es equivalente al
de una capa ĺıquida semiinfinita de espesor H0, que repo-
sa sobre una superficie ŕıgida horizontal y está confinada
a la región X > 0 por una pared vertical impermeable
y sin rozamiento situada en X = 0. En T = 0 el subs-
trato se empieza a mover con velocidad constante −U0

(luego U0 > 0) de modo que el ĺıquido se acumula contra
la pared. Supondremos que la reoloǵıa es del tipo ley de
potencia [3] y está dada por

τij = AE(1−n)/nε̇ij , E = (ε̇ij ε̇ij)1/2.

Aqúı τij y ε̇ij = 1
2 (∂jvi + ∂ivj) son las componentes del

tensor de esfuerzos y el tensor velocidad de deformación
y A, n son constantes positivas. Para un ĺıquido pseu-
doplástico n > 1 y para un ĺıquido dilatante n < 1; el
caso Newtoniano corresponde a n = 1, en cuyo caso el
coeficiente de viscosidad vale A/2. Valores razonables pa-
ra la litosfera son n = 3 y A ≈ 1013 (c.g.s.) [4]. Desprecia-
remos la capilaridad y supondremos que el flujo es lento y
dominado por la viscosidad de manera que se pueda em-
plear la aproximación de lubricación. Sea H ≡ H(X, T )
el espesor de la capa ĺıquida y U ≡ U(X,T ) la velocidad
horizontal promediada verticalmente. Las condiciones de
contorno son U(0, T ) = 0 y H(∞, T ) = H0. Definimos
las variables adimensionales u, h, x, t por medio de

U = U0u, H = H0h, X = X0x, T =
X0

U0
t,

donde

X0 =
ρg

A

[
2

1+n
2 H2n+1

0

(n + 2)U0

] 1
n

,

g es la aceleración de la gravedad y ρ es la densidad del
fluido. La ecuación de evolución es:

ht = hx + s
(
hn+2|hx|n

)
x

, s ≡ sign(hx). (1)
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Figura 2: Perfiles numéricos (n = 3, t = 0.3, 1, 2, 4 y 8).

En el caso que estamos considerando s = −1, por lo tanto
las condiciones inicial y de contorno son

h(x, 0) = 1, h(∞, t) = 1, h1+ 1
n hx

∣∣∣
x=0

= −1.

El balance de masa implica d
dt

(∫∞
0

(h− 1)dx
)

= 1.

III. SOLUCIONES NUMÉRICAS

En general este problema no tiene una solución en for-
ma cerrada, por lo que se debe resolver numéricamente.
Algunos resultados se muestran en las figuras 2 y 3. Se
puede observar que h(x) tiene un punto de inflexión que
inmediatamente después de comenzado el proceso se en-
cuentra próximo a x = 0 y a medida que crece t se des-
plaza hacia x mayores y tiende hacia la parte delantera
del relieve, donde h se aproxima a 1. También se obser-
va (figura 2) que el cociente de aspecto (altura / ancho)
disminuye con el tiempo porque el ancho del relieve au-
menta más rápidamente que la altura de la cresta, tal
como lo prevén las leyes de escala [1].

En la figura 3 se pueden apreciar los perfiles del relieve
para n = 1, 3 y 10 y para t =0.3 y 8, esto es para iguales
valores de la masa (adimensional) incorporada. Se obser-
va que al crecer n la cresta es más angosta y más alta.
Nótese además que en el pie del relieve (la región donde
el valor de h se acerca a 1) la pendiente cambia tanto
más abruptamente cuanto mayor es n.

IV. COMPORTAMIENTO PARA t ¿ 1

La figura 4 muestra la evolución de la altura máxi-
ma del relieve en el caso n = 3. Se puede observar que
para t pequeño el máximo desnivel d ≡ hw − 1, donde
hw ≡ h(x = 0, t), crece como t1/2, de igual modo que en
el caso Newtoniano [2]. El mismo tipo de comportamien-
to se obtiene para otros valores de n. Estos resultados
indican la existencia de un régimen autosemejante en el
dominio t ¿ 1.
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Figura 3: Perfiles numéricos para t =0.3 (arriba) y t = 8
(abajo) para n = 1 (ĺınea llena), 3 (ĺınea de trazos) y 10
(ĺınea de puntos).
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Figura 4: Evolución del desnivel máximo de la cresta. La ĺınea
llena corresponde a la ley de escala d ∝ t1/2 y los ćırculos a
la solución numérica para n =3.

V. COMPORTAMIENTO PARA t À 1

La figura 5 muestra el comportamiento de d para n = 3
y tiempos largos. Se puede observar que se aproxima a
la ley de escala d ∝ tn/(1+3n) deducida previamente [1].
Puesto que si hw À 1 entonces d ≈ hw esto implica que
para tiempos grandes hw sigue la misma ley de escala
que obtuvimos anteriormente [2] para el caso Newtoniano
(n = 1).
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Figura 5: Evolución del desnivel máximo de la cresta para n =
3 y t À 1. La ĺınea llena corresponde a la solución numérica
y la ĺınea de trazos a la ley de escala d ∝ tn/(1+3n).

VI. CONCLUSIONES

Igual que en el caso Newtoniano la evolución de la cres-
ta ocurre en dos etapas. En la etapa inicial (t . 10−2) el
desnivel crece como t1/2 independientemente del ı́ndice
reológico. Puesto que la masa (adimensional) incorpora-

da al relieve es igual a t, lo anterior implica que el an-
cho del perfil crece también como t1/2; por lo tanto la
razón de aspecto (altura/ancho) se mantiene constante.
Sin embargo a medida que aumenta el desnivel el derra-
me lateral se torna dominante y el grueso de la masa que
se incorpora al relieve produce un aumento mayor del an-
cho del mismo, que entonces crece más rápidamente que
la altura. Para tiempos muy grandes (t & 102) el desnivel
sigue la ley de escala dependiente del ı́ndice reológico que
fuera deducida por Gratton a partir de argumentos di-
mensionales [1]. Análogamente el ancho del relieve sigue
la ley de escala de la referencia precedente.

Se puede mostrar que en ambos ĺımites existen asintóti-
cas autosemejantes. Los detalles se publicarán por sepa-
rado. La transición entre una etapa y la otra ocurre para
t ≈ 1, y corresponde a la migración del punto de infle-
xión de h(x, t), que inicialmente está muy cerca de x = 0
y que a medida que t → ∞ tiende a coincidir con el pie
de la cuesta.
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