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Muchos fluidos de interés préctico tienen reclogfa no Newtoniana, lo que influye sobre diversos aspectos de
su comportamiento, en particular sobre la estructura y propiedades de la capa limite laminar, que difiere cualitativa y
cuantitativamente de la cl4sica solucién de Prandtl. Nosotros estudiamos este problema para una reologia del tipo
Ostwald-de Vries (ley de potencias), que describe con buena aproximacién el comportamiento de numerosos fluidos,
en un rango importante de velocidades de deformacién. Como dicha reologia depende de un sélo pardmetro dimen-
sional, la solucién del problema es autosemejante y se puede obtener mediante una generalizacién del procedimiento
usual para el caso de un fluido Newtoniano. Se introduce un formalismo de plano de fase y se obtienen las solucio-
nes en funcién del indice reolégico. Se encuentra que la capa limite de un fluido dilatante presenta un frente, es decir
termina abruptamente a una distancia finita de la pared. Esta y otras propiedades de la capa limite son consecuencia
de que, cuando el fluido no es Newtoniano, la difusién de la vorticidad es no lineal.

Many fluids of practical interest have a non-Newtonian rehology, which influences many aspects of their
behavior, in particular the structure and properties of the laminar boundary layer, that differs qualitatively and
quantitatively from the classical Prandtl’s solution. We study this problem for an Ostwald-de-Vries rehology (power
law) which describes with fair accuracy the behavior of many fluids in an important range of shear. Since this type
of rehology depends on only one dimensional parameter, the solution of the problem is self-similar and can be
obtained by a generalization of the usual procedure for the case of Newtonian fluids. A phase-plane formalism is
introduced and the solutions are obtained as a function of the rehological index. It is found that the boundary layer
corresponding to a shear-thickening fluid has a front, which means that it ends abruptly at a finite distance from the
wall. This and other properties of the boundary layer are a consequence of the non-linear character of the vorticity

diffusion when the fluid is non-Newtonian.

INTRODUCCION

Trataremos el problema de una placa rigida
semiinfinita, que se encuentra en el seno de un
fluido incompresible cuya velocidad lejos de la
placa es unifome y paralela a la misma. La reo-
logia del fluido se supondrd del tipo de ley de
potencias!, de manera que el tensor de esfuerzos
estard dado por: el

2
G‘] =—p6,-j +[1n(:l;8k1€1kj eij' (1)

Donde &;; =dju;+d;u; es el doble del tensor
velocidad de deformacién, u el campo de velo-
cidades, p la presién y u, una constante con
dimensiones. Definimos como x a la coorde-
nada a lo largo de la placa, y a la coordenada
perpendicular, U a la componente u, y V ala
componente u,. Usando la hipétesis de capa
limite delgada se prueba facilmente que

oU__dU Vv

—>>— .

dy ox ox
Suponiendo que el flujo es estacionario y que

el gradiente de la presién es nulo, se obtiene la
ecuacién de movimiento:

2)
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Donde v,=u,/p, p es ladensidad de masa 'y
S=sig(dU/dy). La (3) se complementa con la
ecuacion de continuidad y con las condiciones
de contorno:

Ux,0)=V(x,0)=0 Vx>0
U(eo00)=U.,,
En términos de la funcién de corriente ¥, la
(3) se escribe en la forma
QPIY ¥PY 9%
Jy mxdy ox " M|

SOLUCIONES AUTOSIMILARES

Las soluciones autosimilares de (5) se en-
cuentran? considerando el grupo de tranforma-
ciones lineales

3)

C))

&)

V.S

x=CH g, y=C*2y, ¥=CH¥. (6)

El grupo (6) deja invariante la (5) si se cum-
ple
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2063— 04 =200 =n(03 =205 )— 0ty . 0
Fijando ay=a3=1 resulta a;=n+1; Los in-

variantes absolutos se obtienen entonces de eli-

minar la constante C de las (6) y resultan ser:

b d
xl/(n+1) :

®)

Yy
ne< D fe

De esta manera, introduciendo constantes A y
B, a determinar (por las condmones de contorno,
es W(x,y)=Ax/™D f(By/xVD)y y la ecuacién
para f(7n) resulta

7 ¥/ —'1 ”
U+ =0, )
donde se ha usado la relacion de escala
n(n+1)v,A"2g2" =1, (10)

Las condiciones de contorno (4) se expresan
en las nuevas variables como:

F(0)=0, f(0)=0, f'(>)=1. (11)

FORMALISMO DEL PLANO DE FASE

Si bien la (9), junto con las (11), puede resol-
verse numéricamente por un algoritmo del tipo
“shooting”, en la prictica esto no es conveniente
pues si n>1, aparece un frente en la velocidad,

de ubicacién desconocida de antemano. En este

caso prefcnmos usar ei formalismo del plano de
fase3,. Para esto, se aplica el grupo de transfor-
maciones lineales dado por

n=K®17, f=K*2f, (12)
que deja invariante a la (9) si se satisface
o (2n—1)=0t5(n-2). (13)

Eligiendo ;=1 y eliminando la constante K
en las (12), se obtienen los invariantes:
f’ fll

» D= ’
| i T

donde r=(n+1)/(2n-1) y s=3/2n-1). Usando
las (14) en (9) se obtiene la ecuacién auténoma
dp (]pi +$9P
dq r q -pS§ f
donde r=1-n y Sy=sig(f) Una vez resuelta la
(15), la integracién de

q= (14)

15)

80 - ANALES AFA Vol.8

df ___qdgq _i ’dq

fopSrg® T prg’s;
permite obtener las funciones autosimilares
primitivas en forma paramétrica.

Las smgulandades de (15) son: el ongen 0;
el punto A (gu=—p.| /s; pa=Wl/s®)Psiglrf)),
el punto B de coordenadas gg=oo, pp=0, y €l
punto C ubicado en g¢=oo, pc=c0. Del estudio
del comportamiento de las variables fisicas pri-
mitivas en el entorno de estos puntos, se con-
cluye que para nuestro problema tienen interés
sélo los puntos O y C. Sin<1/2, O representa a
la placa y C al infinito, si n>1/2 los roles se in-
vierten. Cuando n<l ambos puntos pueden ser
unidos por una unica curva integral cumpliendo
las (11); en cambio, cuando n>1 no existe nin-
guna curva integral que los una y cumpla ade-
mas las condiciones (11). En este caso la solu-
cién se obtiene empalmando dos curvas distin-
tas. Una de ellas parte de C y llega al eje p=0
en un punto g=q,. Este eje es una solucién sin-
gular de (15) que representa un flujo uniforme.
La otra parte de la solucién es el segmento del
eje. p=0 que va de g, al origen. El punto ¢, co-
rresponde a una distancia finita de la placa, y re-
suita entonces que las condiciones de contorno
no se alcanzan al infinito sino a una distancia
finita de la placa (el frente).

N,
NN

Figura 1. Gréfico cualitativo del plano de fase que muestra la to-
pologia de las curvas integrales para el punto singular O en el
caso n>1 .

(16)

SOLUCIONES ASINTOTICAS Y NUMERICAS
La asint6tica del sistema (15)-(16) en el en-
torno de O y C determina el comportamiento de
la solucién en las cercanfas de la placa o del in-
finito, de acuerdo al valor de n, mientras que di-
cha asintética en el entorno de la solucién singu-
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lar p=0 corresponde al comportamiento cerca
del frente, que existe para n>1. Cerca de la
placa (representada porO si n<l/2, y porC si
n>1/2) vale:

Usen=1,, Voex D2 —nd),  (17)
donde 7. es ci valor de 77 en el punto singular
correspondiente. En el entorno del infinito (dado
por C si n<1/2, y por O si n>1/2) vale:

-n/(n+1)

U=cte,Vecx (18)

Si n>1 las expresiones (18) valen cerca de un
frente a distancia finita de la placa, representado
por la solucién singular p=0.

1 v

Para obtener el campo de velocidades en todo
punto, se integra numéricamente el sistema (15)-
(16) partiendo del entorno de O para todo valor
de n, usando para comenzar el cédlculo la expre-
sién asintdtica que corresponde a éste en las va-
riables auxiliares : :

- q°/2 (n<1/2) :
HH(e-1)g]""  (n>1/2)

ddndose ademds un valor arbitrario a la variable
n. La integracién fue realizada con un método
de Runge Kutta de cuarto y quinto orden, con
paso variable. En las figuras 2 y 3 se presentan
los resultados numéricos para cuatro valores del
indice reoldgico. ]
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Figura 2: Gréficos de la velocidad tangencial del fluido (normalizada con la velocidad uniforme en el infinito) en funcién del
invariante de similaridad, para cuatro fluidos con distinto exponente reolégico. La linea a trazos corresponde al comportamiento
I

asintdtico de la velocidad tangencial cerca de la placa.
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Figura 3. Gréficos de la velocidad transversal del fluido (normalizada de tal forma que sea comparable con la velocidad
tangencial de la figura anterior) en funcién del invariante de similaridad para cuatro fluidos con distinto exponente

reolégico.

En la figura 4 se muestran distintas caracte-
risticas de la capa limite como funcién del indi-
ce reolégico n. En particular, en la figura 4 (¢),
se aprecia que la posicién del frente en términos
de la variable auxiliar 77 presenta con muy buena
aproximacién una dependencia potencial de n.

Cabe mencionar finalmente, que las variables
(14) no estén definidas si n=1/2 de manera que
la solucién se obtiene por integracién numérica
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de (9), y no presenta ninglin cambio cualitativo

“respecto de las soluciones con n<1, por lo que

no se presenta aqui. El caso n=1 es la cldsica
solucién de Prandtl4, que se reobtiene con el for-

“malismo presentado. Finalmente, en el caso
n=2, la (9) es una ecuacién lineal, resoluble

analiticamente en forma cerrada; las expresiones
resultantes son complicadas y por brevedad no
las presentamos. : :

TANDIL 1996 - 82



1 -
a (b)
(a) logn,
4} i 0.8 ; 4
T]f .~~"~~
T] 0.6 B ‘s‘ 3
9 e,
i Mys 1 o4t hal T .
-
) ‘.'O
: 02 T
.1 ; X No
i X
! 0
[ ]
1
1§ ! 0.2f .
:
] 04} log(n-1) _
! n
0 2 1 1 1 1 1 1 L L L
1 2 3 4 S 08 -06 -04 -02 0 02 04
12 v 1.5 v v r
Voo (c) logV,, (d)
10k 125 ¢ b
1F -
st
0.75 -
64 05 b
0.25 -
4+
0
2 o
-0.25 E
0 L " " X 05 L 1 1 I 1S
1 2 3 4 , 5 -0.75 -05 -0.25 0 025 0.5
logn

Figura 4. Gréficos del comportamiento de las soluciones numéricas. En el grifico (a) se muestra el valor de 71 en
funcién del exponente reolégico, para velocidades tangenciales que alcanzan el: 50%, 95% y 99% de la velocidad en el
infinito y ademds el valor en el frente de velocidades en el caso de fluidos dilatantes. Se observa que =1 es una

asintota para 7
ley exponencial para n f
transversal en el infinito para un valor fijo de x

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha generalizado el proble-
ma de capa limite de Prandtl considerando que
el fluido tiene reologia no Newtoniana del tipo
de ley de potencias, caracterizada por un expo-
nente n. El problema es autosimilar, y se emplea
un formalismo de plano de fase para obtener su

solucién. Se encuentra que cuando n>1 la capa

limite tiene un frente definido. Se estudia la
dependencia de la solucién con n.
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. En el grafico (b) el comportamiento en el frente de velocidades muestra que para 1<n<5 vale una
en funcién de n-1 . En los gréficos (c) y (d) muestran el comportamiento de la velocidad
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