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La relacion entre el modelo electrostatico de campo de los cuerpos cargados y el modelo cuasi-estacionario del
flujo de corriente en conductores es conceptualmente dificil de asimilar para los estudiantes. En los Gltimos afios
hay una tendencia en la literatura para tratar de aclarar esta relacion enfatizando las caracteristicas comunes. En
este trabajo se presenta un analisis cuasi-estacionario de la descarga de cuerpos cargados usando el modelo
electrostatico de coeficientes de potencial para describir el estado inicial y final y el modelo cuasi-estacionario de
flujo de corriente para describir el intervalo de descarga. Se plantean claramente las hipétesis de los modelos
utilizados y sus limitaciones y surge la importancia del concepto estatico de capacidad para la descripcion del
fendmeno de la descarga. Se espera que ejemplos de este tipo ayuden a los estudiantes a asimilar los modelos
subyacentes, sus limitaciones e interrelaciones.

Palabras clave: descarga eléctrica, modelo electrostatico, modelo cuasi-estacionario, capacidad.

The relationship between the field electrostatic model of charged bodies and the quasi-stationary model of current
flow in conductors is conceptually difficult to grasp for students. In the last years there is a trend in the literature to
try to clarify this relationship stressing the common features. In this work we present a quasi-stationary analysis of
the discharge of charged bodies using the electrostatic model to describe the initial and final states and the quasi-
stationary current flow model to describe the discharge interval. The hypotheses and limitations of the models used
are clearly presented and the importance of the static concept of capacity in the description of the discharge
phenomenon arises. It is hoped that examples of this type help students to understand the underlying models, their

limitations and interrelations.

Keywords: electrical discharge, electrostatic model, quasi-stationary model, capacity.

I. INTRODUCCION

En cursos de electricidad bésica y de electro-
magnetismo se presenta un modelo de campo para
describir los fendmenos electrostaticos. Este modelo es
habitualmente el primer modelo para los estudiantes y es
I6gico, claro y describe maltiples situaciones, lo que lleva
a muchos estudiantes a tomarlo como un paradigma
general de los fenémenos eléctricos. En particular, en
este modelo no existe campo eléctrico ni movimiento de
carga dentro de los cuerpos conductores, y la presencia
de campo en el entorno de una particula cargada genera
sobre ella una fuerza coulombiana que est4 asociada con
una aceleracion de acuerdo a las leyes de la mecénica
clasica.

Cuando luego se presenta el modelo de flujo de
corriente estacionaria 0 continua, surge que hay campo
dentro de los cuerpos conductores y hay movimiento de
carga. La mayoria de las presentaciones usan como
imagen o paradigma a los conductores metalicos, donde
los portadores de carga son los electrones cuasi-libres. A
pesar de la presencia de campo no existe una fuerza neta
sobre las particulas cargadas, que se mueven a velocidad
(macroscépica) constante. Aln cuando en algunas
presentaciones se discute una version simplificada del
modelo de Drude de la conduccidn eléctrica en metales,
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esta presentacion es cualitativa y no se refleja en las
ecuaciones del modelo, cuya ley fenomenoldgica mas
importante es la ley de Ohm.

Otra dificultad conceptual surge por la aparicion de la
nocién de fuerza electromotriz (fem), ligada con la
presencia de campos no conservativos en partes del
circuito, y su relacion con la nocién previa de diferencia
de potencial, que surge en el contexto electrostatico pero
sigue siendo valida dentro de los conductores del circuito
en corriente continua.

Finalmente, la teoria de circuitos para bajas
frecuencias utiliza pardmetros como la capacidad y la
inductancia que se calculan con métodos usados para
campos eléctricos y magnéticos estaticos. Todas estas
caracteristicas pueden ser objeto de confusion para el
estudiante.

En los Gltimos afios varios autores han publicado
articulos®? y libros® destinados a presentar una vision
unificada de ambos fendmenos. La introduccion de la
nocion de las cargas superficiales®® como fuentes del
campo eléctrico responsable del flujo de corriente
también ha creado un puente entre las dos descripciones
que facilita su comprension.

Dentro de esta filosofia el presente trabajo trata de
describir un problema usando ideas y conceptos del
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modelo electrostatico y del modelo de flujo de corriente
cuasi-estacionaria. En particular, en este trabajo
usaremos los Ilamados coeficientes de potencial para la
descripcidn de las magnitudes fisicas estaticas y cuasi-
estacionarias de los cuerpos cargados y en descarga.

Il. HIPOTESIS Y MODELOS

La hipétesis basica que liga la situacion electrostética
con la de circulacion de corrientes, es que siempre que
exista una diferencia de potencial (ddp) entre partes de un
mismo conductor, se producird un flujo ordenado de
carga en el conductor —una corriente eléctrica— que se
mantiene hasta que la ddp desaparece y el conductor
deviene en un volumen equipotencial.

En este contexto, una fuente de fem es un dispositivo
que permite mantener por un tiempo esa ddp, para lo cual
se requiere aportar energia. Esta energia se transforma en
calor dentro del conductor por el efecto Joule. Si las
corrientes que circulan por el conductor varian
lentamente en el tiempo es posible usar el modelo
circuital y, en particular, la ley de Ohm para su
descripcion. Si la variacion es rapida, se deben tener en
cuenta los fendmenos inductivos y la emision de
radiacion electromagnética que escapan del modelo
circuital. Luego de presentar el modelo y realizar los
calculos analizaremos brevemente las limitaciones del
modelo propuesto.

Una experiencia bésica de este comportamiento
consiste en la descarga de un capacitor cargado a traves
de un resistor. Mientras esta cargado, el capacitor es la
fuente de fem que produce la circulacién de corriente en
el conductor que llamamos resistor. Es facil observar la
corriente de descarga con un osciloscopio y a partir de las
ecuaciones circuitales determinar que su variacion en el
tiempo sigue la ley:

I(t)=@e‘t/’, r=RC 1)
R

donde A® es la ddp a la que se halla cargado el
capacitor, C es su capacidad y R la resistencia del resistor.
También puede demostrarse facilmente que la energia
electrostética inicial:

U = % CAD? )
se convierte completamente en calor por efecto Joule:
U, = [RI’()dt=U, )
0

La descripcidn electromagnética de esta experiencia
se basa en la existencia de la estructura de cuerpos
cargados llamada capacitor, donde los dos conductores
tienen cargas de igual magnitud y de signo opuesto. Sélo
en esa situacion la ddp entre los conductores es
proporcional a la carga (en valor absoluto) que hay sobre
los conductores. La constante de proporcionalidad es la
capacidad del capacitor. En la préactica se asegura que la
estructura forme un capacitor mediante la forma en que
se lo carga.

Pero, ¢qué ocurre si las cargas en los conductores
no satisfacen la condicion de un capacitor?

En ese caso se debe usar la descripcion mediante los
coeficientes de potencial o de capacidad/induccion,
que establecen que en un conjunto de N cuerpos
conductores cargados la relacion entre las cargas Qi y los
potenciales ®; (relativos a una referencia lejana) son
lineales.

Podemos escribir esta relacion (ver Apéndice):
N N
O =2 RQ . Q=2AC @
j=1 j=1

donde los coeficientes de potencial Pj y los
coeficientes de capacidad/induccién A;j son pardmetros
que sélo dependen de la geometria del sistema®?, esto es,
de la forma y tamafio de los cuerpos conductores y su
distribucion espacial. Ambas ecuaciones se pueden
escribir en forma matricial y las matrices [P] y [A] son
inversas entre si. En nuestro caso consideramos que todos
los cuerpos, salvo los dos cargados y aislados, se hallan
al potencial de referencia, que se toma igual a cero.
Entonces nos queda ®9:

Q =AP + A0,

()

Q, = Ay, + A0,

que podemos invertir para obtener:
@, =P,Q +BR.Q, (©)

ch = P21Q1 + PzzQz

Demostramos en el Apéndice que, si y sélo si las
cargas de los cuerpos son iguales y de signo opuesto:

Ql = Q ) Qz = _Q
la estructura es un capacitor de capacidad C:
Q 1

= = (7)
(I)l_q)z Pll_2Plz+ I:)22

Ill. EL EJEMPLO

Nos preguntamos si la descarga entre cuerpos
cargados que no cumplen la condicién de constituir un
capacitor se puede describir con una ley sencilla como la
obtenida para la descarga de un capacitor.

Para responder a esta pregunta 'y ejemplificar las ideas
de la Seccion precedente, planteamos el siguiente
ejemplo.

En el estado inicial consideramos dos cuerpos
conductores eléctricamente cargados y aislados (Figura
1). Sean Q1 y Q2 las cargas de los cuerpos 'y @1 y @, sus
potenciales electrostaticos con respecto a una referencia
lejana. No existe ninguna limitacion a los valores de
carga y potencial de los cuerpos en el estado inicial. Este
estado inicial es claramente electrostatico.

Figura 1. Dos cuerpos cargados y aislados
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En un instante (en que tomamos t = 0), colocamos un
tercer conductor que toca (hace contacto eléctrico) ambos
conductores cargados (Figura 2).

Figura 2. Los cuerpos “conectados” en t =0

Para evitar complicar el modelo, suponemos que este
tercer conductor es un alambre cilindrico de seccién muy
pequefia, y pequefia longitud. Decimos que, en analogia
a la descarga del capacitor, habra un flujo de carga (o sea
una corriente eléctrica) a través del conductor intermedio,
que durard mientras los potenciales de los primeros dos
cuerpos sean diferentes.

En el estado final, el conjunto de los tres cuerpos son
un Unico volumen equipotencial, ya no hay mas
movimiento de carga y nuevamente nos hallamos en un
caso electrostatico. Retiramos el conductor intermedio y
tenemos nuevamente un problema electrostatico de dos
CUerpos.

Usaremos entonces el modelo electrostatico para
describir los estados inicial y final y el modelo cuasi-
estatico de flujo de corriente para describir el intervalo en
que circula corriente por el tercer conductor.

Andlisis electrostatico: estados inicial y final

En el estado inicial, los potenciales y cargas de los
dos conductores satisfacen la relacion electrostatica:

Ql =A,0, + A0,
Qz = A21(D1 + Azzq)z

La energia del estado inicial se puede escribir
(Apéndice, ec. (20)):

1 2
U = Ez AP,
i=1
=1 ©)

1

= E[Auq)lz + Azzq)g + 2’6&2@1(1)2]

En el estado final, ambos cuerpos se hallan al mismo
potencial, que llamaremos @q Yy tienen cargas Ql' y Q; :

Qll :(A11+A12)(D0 ) Q; :(A21+A22)(D0

Estos valores son diferentes de las iniciales debido a
la transferencia de carga producida por la circulacion de
corriente. Como la carga del sistema debe conservarse,
tenemos que las cargas finales de los cuerpos satisfacen

la ecuacion:
Ql’ + Q; = Ql + Qz (10)
(admitimos como hipétesis que, si el alambre
intermedio es pequefio, la carga superficial que contiene
en el estado final es despreciable frente a la carga de los
otros cuerpos).

(8)

Entonces la condicién de conservacion de la carga
(10) permite calcular el potencial final ®o:

o, - Q*0,
Aut+2A, + Ay

0, en términos de los potenciales iniciales de los

(11)

cuerpos:
cDO:(Ail_'_AiZ)(Dl-i_(ALZ-FAZZ)CDZ (12)
A +2A, + A,

Ahora podemos calcular las cargas finales de ambos
cuerpos:

_ (At A)(Q+Q,)
Q= (A Ay = "

, _(Ant A)(Q+ Q)
G A=y o, e,

Podemos comparar el potencial y las cargas del
estado final con los correspondientes al estado inicial.
Supongamos que hemos elegido Q; y Q2 de manera que:

®1> Dy (14)
Si en la ec.(12) reemplazamos (A12 +A,)®, por

(A, + A, )®,, que es mayor, obtenemos:

(At A, + (A + A, _

CI)0 < 1
A +2R, + A,

yentonces: D, <D,

Ahora  repetimos el  procedimiento,  pero

reemplazando (A, +A,)®, por (A, +A,)D,,
que es menor:

> (A11+ A12)(D2 +(A12+ A22)(D1 =@
: A+2A, + A, 2
yentonces: D, > D,

Obtenemos asi que el potencial final comin de los dos
cuerpos es intermedio a los valores iniciales:
D, >0, >, (15)
Podemos también analizar como se redistribuye la
carga en los cuerpos ya que:

Q{:(Au"' Alz)q)o <(A11+ Aiz)q)l:Ql
Qé :('6‘21+ Azz)q)o >(A21+ Azz)q)z :Qz
QA<Q , %>Q,

y observamos que la transferencia de carga se
produce del cuerpo de mayor potencial (que pierde
carga) hacia el de menor potencial (qQue gana carga).

o

En resumen:

Por lo tanto este ejemplo muestra una situacion donde
se establece una corriente en un conductor que presenta
una diferencia de potencial entre dos de sus partes. La
corriente fluye desde la parte a mayor potencial hasta la
parte a menor potencial. Esto estd de acuerdo con el
paradigma bésico de circulacion de corriente cuando se
establece una ddp en un conductor.
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Finalmente, podemos calcular la

electrostatica del estado final:

13 1
Uf :EE ‘,qu)iq)j :E(A&1+A22+2A12)CDS
i-1

j=1

C1[(AcH AP (A + A ) D, |
2 A, +2A,+ A,

Se ve que la energia electrostatica del estado final es

diferente de la energia electrostatica del estado inicial ec.
(9). La diferencia es:

Ui —Uf :1 AnAzz_A&22 ((D
2 A, +2A, + A,

Pero (Apéndice, ec.(21) ) la capacidad del conjunto
de dos conductores es:

energia

—®@,) (16)

— APy, — ALZZ
A+ Ay, +2A,
y entonces la diferencia de energias es:
C(®,-d,)
U -U, = ( 12 —2) 17)

Observamos que esta cantidad es positiva, de modo
que hay una pérdida de energia electrostatica en el
proceso de descarga.

Andlisis cuasi-estacionario de la corriente de la
descarga

La descarga a través del conductor intermedio puede
describirse mediante un modelo cuasi-estatico por medio
de las leyes circuitales siempre que las corrientes
involucradas no varien muy rapidamente en el tiempo,
como justificamos al final de estos calculos.

En tal caso podemos plantear las siguientes hipotesis
del modelo:

1. durante la descarga es posible definir la relacion
entre los potenciales y las cargas de los conductores
(que dependen del tiempo) mediante la coeficientes
de capacidad/induccién:

Q (t)= A, (t)+ A, P, )
Qz (t) = A21CD1 (t) + Azz(Dz (t)

2. la corriente que circula por el conductor intermedio
puede describirse por la ley de Ohm:

(1) = AD(t)/R
donde A®d(t) es la ddp entre los extremos del

conductor, que coincide con la ddp entre los cuerpos
extremos de la cadena;

Como la corriente que fluye por el conductor
intermedio esté ligada a la variacion de la carga en los
cuerpos extremos de la cadena, podemos establecer la
relacion cuantitativa mediante la ecuacion de continuidad
que surge de la conservacion de la carga:

Vel+0op/ot=0
Recordamos que en esta ecuacién J(r,t) es el vector

densidad de corriente y p(r,t) es la densidad de carga
eléctrica.

//
-5 Sz -

Figura 3. Analisis de la ec. de continuidad

Si integramos la ecuacion de continuidad sobre
sendos vollmenes Vi y V2 que encierran a cada cuerpo,
tenemos:

I(V0J+a—pjdV=0 = [_ﬂJ-ﬁdS+5jpdV:0
\ at S d[V

La integral de superficie es la corriente | que atraviesa
esa superficie, y la integral de volumen es la carga
encerrada. Como la corriente sale de S; y entra a S el
flujo es positivo en el primer caso y negativo en el
segundo, y tenemos para cada cuerpo:

dQ, () _o 990
= +1(t)=0, " 1()=0

Estas ecuaciones pueden escribirse, usando la
descripcion de los coeficientes de capacidad/induccion
para expresar la carga de cada cuerpo y la ley de Ohm
para expresar la corriente en el conductor intermedio:

GO0, A0 D020
dcgtt qugtt O, (1) - D, (t
R 800 00 2090

R

Este S|stema de ecuaciones diferenciales lineales en
los potenciales de los cuerpos se puede resolver para
obtener:

O, ()= +a,e”

D,(t) = -, alhdat e

Ay + Ay
donde:
2
=R A11A22 A12 =RC (18)
Ay + Ay +2A,

y C es la capacidad del par de cuerpos

conductores, de acuerdo a la expresion (21) del
Apéndice.

o1 Y o son constantes de integracion que pueden
calcularse aplicando las condiciones de borde del
problema, que son los potenciales en el estado inicial y
final del sistema. Asi:

O 0)=a+a,=9,
t=0: D,0)=0q, - OtzA'“J“A‘lz:(I)2
+ Ay

de donde podemos obtener Ios valores de las
constantes:
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(All + AZZ)(Dl(O) "‘(Au + Azz)q)z(o) _
A +2A, + A,

_I_
= %(Ql(o) _ @2(0))
2A, + A,

A11+ A12 2

Se puede demostrar que la condicion de borde para
t — oo es redundante.

Finalmente, la solucién cuasi-estatica para la
evolucion de los potenciales de los cuerpos es:

(I)l(t) — CDO + (Alz + Azz)(q)l B CI)Z) e,t/r
A +2A,+A,
D,(t) =D, - (A12 + Au)((l)l _(Dz)e’t/’
A +2A,+A,
AnAzz _A122

A, +A,+2A,

donde (Dl,z = (131,2(0).

D,

1

2

Observamos que la descarga se verifica con la misma
forma matematica que la descarga del capacitor que
formarian los dos cuerpos si hubieran sido cargados
con cargas de igual magnitud y signo opuesto.

Recordamos que en nuestro ejemplo por hipotesis las
cargas iniciales de los cuerpos son cualesquiera y del
mismo signo.

La corriente que pasa por el conductor intermedio
surge de aplicar la ley de Ohm:

| (t) — (I)l(t) B q)z (t)

A +2A+ A, B e
“R(A, 2, 7 Ay) OO
((Dl(o) - @2(0)) ef’[/r

R
y es una tipica corriente de descarga de un capacitor.

La conservacion de la energia

En el andlisis electrostatico de los estados inicial y
final habiamos obtenido una pérdida de energia
electrostatica del sistema de cuerpos cargados. En esta
parte hallamos la energia que se convierte en calor por
efecto Joule. La potencia de pérdidas por efecto Joule en
la resistencia asociada en nuestro modelo al conductor
intermedio es:

2
P, =RI(t)
y entonces la energia perdida por efecto Joule durante
toda la descarga sera:

U, =TPJ (t)dt = RTI(t)Z dt

_ (q)l _CDZ)Z 'TeZt/T dt = T(CDl —CI)2 )2
’ R 3 2R
C(®,-®,)’

2

expresion que coincide con la diferencia entre las
energias electrostaticas inicial y final hallada en la ec.
7).

Nuestro andlisis cuasi-estatico establece que la
disminucion de energia electrostatica del sistema
durante la descarga se debe a la conversién de energia
eléctrica en calor por efecto Joule.

Limitaciones del modelo

Los modelos circuitales de descarga de un capacitor
y el modelo general de descarga de cuerpos presentado
en este trabajo requieren que la resistencia del resistor sea
suficientemente grande por dos motivos:
a) cuando hay una corriente variable en el tiempo en un
circuito, la inductancia L presente en el mismo
genera una caida de tension L dl/dt que es tanto

mayor cuanto mas rapido varia la corriente. En
ambos modelos hay un salto de la corriente en t = 0

desde cero a Ad,,/R (que es pequefia cuanto

mayor es R) y luego la variacién exponencial
descripta por la constante de tiempo 7 =RC [ec.
(18)], que varia mas lento cuanto mayor es R.()

b) también, cuando la corriente varia en el tiempo en un
circuito, éste se comporta como una antena y emite
radiacion electromagnética, que transporta potencia.
Puede demostrarse que la potencia emitida es
proporcional al cuadrado de la derivada segunda de
la corriente respecto del tiempo.®°1213) Cuando la
corriente es armoénica —varia como cos(awt)— la

potencia es proporcional a «'. En nuestro caso,
donde hay una caida exponencial, debemos tener en
cuenta las armonicas significativas de la
representacion de Fourier de la corriente en funcion

del tiempo. Para una funcién e se encuentra de
tablas que la representaciéon de Fourier es
proporcional a ]7/(1+ a)zrz). Esta funcion de wtiene

forma de media campana con su maximo en el origen
w = 0. El contenido de frecuencias se extiende a
todos los valores, pero podemos acotar las mas
significativas por el ancho para el cual la funcién es,
digamos, 1/10 del valor maximo. Este punto
corresponde a la frecuencia cuya contribucion a la
corriente es 1/10 del méaximo. Entonces:

1+ e}t =10 = a,=3/r=3/RC
Se ve que cuanto mayor sea R menor serd la

frecuencia maxima significativa de la corriente y por
lo tanto, menor la potencia radiada por el circuito.

Este resumen puede ser Util para indicar al estudiante
las limitaciones de los modelos cuasi-estacionarios y que
se pueden producir fallas o comportamientos no
esperados de un disefio eléctrico o electronico por no
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considerar que en la préctica deben tenerse en cuenta
estos “efectos secundarios” que muchas veces no son tan
secundarios como se presenta en la literatura.

IV. CONCLUSIONES

Un sencillo céalculo permite generalizar la ley de
descarga de un capacitor a la circulaciéon de corriente
entre dos cuerpos cargados en forma general vy
ejemplifica:

1. la existencia de una corriente eléctrica en un
conductor en el que se ha establecido una ddp;

2. que esta ddp actla como fuente de fem mientras
existe;

3. que los estados inicial y final pueden describirse
adecuadamente usando parametros electrostaticos
(los coeficientes de capacidad/induccion y la
capacidad del conjunto de dos conductores);

4. que el transitorio en el que circula la corriente puede
describirse adecuadamente usando parametros
cuasi-estacionarios (la resistencia del conductor
intermedio y la ley de Ohm);

5. que se conserva la energia del sistema ya que toda la
energia electrostatica que se “pierde” en la descarga
se transforma en calor por efecto Joule,
estableciendo un nuevo nexo entre la descripcion
electrostatica y la cuasi-estacionaria de flujo de
corriente.

Se han sefialado ademas las limitaciones que posee
este modelo por efectos no incluidos en la descripcion.

Es esperable que mas ejemplos de este tipo ayuden al
estudiante a comprender la relacion entre ambas
descripciones de fenémenos bésicos de la electricidad.

V. APENDICE - Coeficientes de potencial y de
capacidad/induccion

Sea un conjunto de N cuerpos conductores cargados
con cargas Q. Este sistema crea un potencial

electrostatico ®(r) que sobre cada conductor adopta el
valor @j. Entonces se puede escribir:

N
®; =2 RQ
j=1

Los coeficientes de potencial Pjj son pardmetros que
dependen solamente de la geometria del sistema, es decir,
de la ubicacion de los cuerpos y su forma, pero no de los
valores de las cargas o de los potenciales de estos

(19)

cuerpos. Por razonamientos energéticos se puede
demostrar quetz13:

Pij >0

Pij = Piji

Pii > Pjj

La relacién lineal (19) entre potenciales y cargas se
puede invertir para obtener:

Qi :Zqu)j

en términos de los Ilamados coeficientes de
capacidad/induccion Aj. Habitualmente los elementos
diagonales Aj; se denominan coeficientes de capacidad y

los elementos no diagonales A (i = j) se denominan
coeficientes de induccidn. Estos coeficientes cumplen las
propiedades:

Ai>0
Aij = Aji
Aj<0
En términos de estos coeficientes la energia de un
sistema electrostatico se puede escribir:

13 1Y
Ue :E;PijQin :EgAj(Di(Dj (20)
JEt JEt
En el caso de un sistema de dos cuerpos cargados con

cargas de igual magnitud y signos opuestos (capacitor) se
puede escribir:

ch = 11Q1+ Plez :(Pll_ PlZ)Q

q)z = 21Q1 + PzzQz = (le - Pzz)Q
de donde podemos definir el pardmetro capacidad,

independiente de las cargas y potenciales de los cuerpos
cnductores, en términos de los coeficientes de potencial:

__Q _ .
|(D1 _(D2| Fil + P22 - 2P12
o0 invirtiendo el sistema lineal podemos expresar la
capacidad en términos de los coeficientes de capacidad

/induccion:
_ APy, — A122
A+ A, +2A,
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