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ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO PARA UN CAMPO DE ESPIN 2 EN UNA ESFERA
ENTANGLEMENT ENTROPY FOR SPIN 2 FIELD ON A SHPERE
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En este trabajo se presentan el cdlculo de la entropia de entrelazamiento de gravitones linealizados (como particulas
de helicidad 2) en una esfera definida sobre un espacio de Minkowski. Previamente, se analizan los cdlculos para los
campos escalares y vectoriales mediante una descomposicién en arménicos esféricos. Luego se generaliza este método
al caso tensorial. Se obtiene el término universal logaritmico y se analiza su relacién con la anomalia conforme.
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In this paper we compute the entanglement entropy for linearized gravitons (as helicity 2 particles) on a sphere defined
over a Minkowski background. Previously, we analyse the cases of the solar and vector fields by decomposition in
spherical harmonics. Then we generalise this method for the tensor field. We obtain the universal logarithmic coefficient

and we analyse its relation to the conformal anomaly.
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I. INTRODUCCION

En una teoria cudntica de campos (QFT), a una regién del
espacio V siempre se le puede asignar una entropia, ya sea
ésta una entropia térmica o producida por fluctuaciones del
vacio. Para el segundo caso, dicha entropia puede obtenerse
a partir de la entropia de von Neumann [1] correspondiente
a la matriz densidad reducida py de la regién V (ver Fig. 1)
de la forma

6]

Dicha entropia actuard como medida de las correlacio-
nes del sistema. Ademads, si el estado global es puro, esta
magnitud se conoce como entropia de entrelazamiento (EE)
y podra ser considerada una medicion del entrelazamiento
entre la regién y su complemento.

§=—Tr(pylogpy).

Sin embargo, ciertas sutilezas deben tenerse en cuenta
para definir la regién V. Las teorfas cudnticas de campos
continuas poseen un dlgebra de von Neumman tipo-III [2].
Por esta razén las regiones no pueden definirse a partir de
una factorizacion del espacio de Hilbert como se hace en
sistemas localmente finitos. Mds fisicamente, este problema
puede entenderse debido a la existencia de grados de liber-
tad adyacentes arbitrariamente cerca dentro del UV [3].

No obstante, las regiones pueden ser definidas a partir
de un 4lgebra de observables con soporte en la regién V
que conmutan con operadores cuyo soporte estd en regiones
espacialmente separadas.

La situacion es ain mds compleja en teorias de gauge,
dado que la construccién de un dlgebra de operadores fi-
sicos requiere previamente una fijacién del gauge. En este
marco, distintas elecciones de gauge pueden corresponder-
se con diferentes regiones espaciales [4].
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En particular, necesitamos que el campo con el gauge fi-
jado pueda escribirse en funcién de invariantes de gauge
dentro de la region de estudio V.

v

FIG. 1: Una region arbitraria y su complemento V definidos sobre
una una superficie de Cauchi ¥ de dimension (d-1).

Por otro lado, en una teoria de campos conforme (CFT)
en (3 + 1) dimensiones es de particular interés el estudio de
regiones esféricas. Debido a la ausencia de escalas, por ané-
lisis dimensional la entropia de entrelazamiento (EE) aso-
ciada a dicha region debe tener la forma [5]

2
R R
S(R) = Carea (8) + Cuniv IOg (8) + So, )

donde R es el radio de la esfera en cuestién y € un regulador
UV. El término ¢4, de es proporcional al drea de la regién
y es la mayor contribucién a la EE. Sin embargo dicho tér-
mino depende del esquema de regularizacién utilizado. El
termino logaritmico c,,;, depende tinicamente del continuo
de la teoria; en particular, esta relacionado con la anomalia
conforme [6, 7] y el teorema a de irreversibilidad del grupo
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de renormalizacion [8].

En la Sec. II recordaremos propiedades ttiles de los gra-
vitones linealizados como un campo tensorial de espin 2.
Luego, en la seccién III, presentaremos brevemente la mo-
dalidad de trabajo para el célculo de la EE de un campo
escalar. Ademads, presentamos un método para calcular los
coeficientes logaritmicos de los campos de espin 1 y 2. Por
dltimo, se discuten los resultados obtenidos. Este trabajo es
principalmente una discusion de resultados presentados an-
teriormente [9].

II. GRAVITONES LINEALIZADOS

La teoria libre no masiva de helicidad 2 puede ser pen-
sada como un campo tensorial /;y. Dicho campo puede ser
pensado como una perturbacién sobre la métrica de Min-
kowski 1,y a partir de

guv:nuv+hyw Hhuv” < 1. 3)

El campo hy;y obedece las ecuaciones de Einstein a orden
linealizado que pueden ser obtenidas como las ecuaciones
de Euler-Lagrange del lagrangiano [10]

1
L= =" duhly + 50 huyduh” +

1
% o H o qogpv
+0uh*Y Iy hiye, — Eaah,m8 hyy . ()]
La teoria tiene invariancia de gauge ante la ley de trans-
formacién Ay, = hyy + dyEy + du&y para vectores &, ar-
bitrarios. Esto se corresponde con la invariancia ante difeo-
morfismos de la teoria de Einstein a nivel linealizado.

En una teoria de gravedad no lineal la curvatura no es
invariante de gauge. Sin embargo, a nivel linealizado po-
demos utilizar al tensor de curvatura linealizado como un
operador invariable de gauge ante difeomorfismos lineales.
Dicho tensor se escribe, en funcién de las perturbaciones
hyy, de la forma

1
R[.LVPO' == E av(?ph“o- - a”aphvo- +

En consecuencia, la EE del campo de espin 2 linealizado
estard bien definida salvo los problemas usuales asociados
a términos divergentes.

ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO A PAR-
TIR DE MOMENTOS ANGULARES

I11.

Campo escalar (espin 0)

La EE de un campo escalar libre en una esfera puede ser
facilmente calculada mediante el uso de coordenadas esféri-
cas y una descomposicién del campo ¢ (¥,7) y su momento
conjugado 7(¥,7) en una base de armdénicos esféricos de la
forma [11]

Z Z O (1,) Y1 (0, 9), (6)

=0m=—1

=)

Z Z Tm rl‘)ylm(6 (P)

I1=0m=—1

T(%,1) (N

Donde @, (r,t) y m,,(r,t) son los respectivos coeficientes
de Fourier dados por

om(i0) = [dQ9ENYM(6.9),  ®

T (1,1) = / AQ T (%,1) Y (6, 0). ©)

Bajo este contexto, podemos reescribir el hamiltoniano
del campo escalar e integrar en las variables angulares. De
la ortonormalidad de los arménicos esféricos recuperamos
el hamiltoniano radial

P\ 1(1+1
=5 L), dr|mh (%) (;)qﬁn]- (10)

A partir de aqui, la EE puede ser calculada computacio-
nalmente [12] usando el método de Peschel [13] para esta-
dos gaussianos. Como resultado se tiene el valor a estdndar

« R\? 1 R
S(R)z#(g) —9010g< )

Campo de Maxwell (espin 1)

Y

Un procedimiento similar puede ser aplicado para estu-
diar la EE del campo de Maxwell dado por el lagrangiano

g = % {(A(x) +VA0()E))2 — (v xA(i))z} .2

Para estudiar una region esférica, necesitamos introducir
una expansion en armoénicos esféricos vectoriales [14, 15].
Estos son una generalizacién de los arménicos esféricos es-
calares que actiian como una base con simetria esférica para
vectores espaciales de tres componentes y vienen dados por

Y/.(0,0) =Y,(6,9)%, 1>0, (13)
_ VY, (0, 9)
Y (0,0) = ————-, 1>0, 14
_ Fx VY,,(0,0)
(e,p) = ——=217 1>0. 15

En este caso, podemos introducir la expansién en armé-
nicos esféricos sobre los campos invariantes de gauge E y
B [15] o bien sobre el campo Ay [9] de la forma

ZAlm rt Ylm 6 (P)

Im

(16)

A(x,1) =

Y, Y ALY, (0.9).

s=r.e,m Im

A7)

Ahora, es necesario fijar el gauge para transformar los
operadores en variables fisicas. Es posible fijar la parte eléc-
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trica a cero para cada / y m. Haciendo esto vemos que

Fop =€ "Fuy = (eYy)Ay + (due”)Ay, (18)
donde e* es el versor en la direccién de ¥, y e 9y es la
derivada en dicha direccion. Esta expresion muestra que po-
demos recuperar Ay, en la esfera a partir del conocimiento
de las componentes “eléctricas” del invariante de gauge Fy;y
en la misma regién. Si bien dicha relacién es no local, per-
mite mapear las componentes del campo a variables fisicas
del mismo radio. Como es de esperase [4] se obtiene la fi-
jacién adecuada anulando algunas componentes paralelas a

la superficie de la regién espacial definida, pero no todas.

Tendremos (2/ + 1) contribuciones idénticas a la EE por
cada momento angular /. Por esto, trabajaremos el caso real
m = 0 suprimiendo el subindice m de las ecuaciones.

Luego, remplazando en el lagrangiano, integrando sobre
variables angulares. Ademds, trabajando bajo el esquema
candnico tomamos la transformada de Legendre y trabaja-
mos con A? como multiplicador de Lagrange. De esta for-
ma para cada / > 1 tenemos el hamiltoniano andlogo a dos
campos escalares en una esfera

_lm 2 a¢l
_2/0d P)+((9

0
i) )
2 ar
donde tanto P/ y ¢; como P y ¢;" son pares de variables
canonicas conjugadas definidas como

) 1D gz

(+1)

<¢{)2] , (19)

o <Al o=
’ (I+1)
o ( + ) (20)
PmZTI, Pl =—\/I(I+1)A],

con 7] y 7" las momentos candnicos conjugados de A y
A" respectivamente.
i P

Para el caso [ = 0 solo esta definido el arménico esférico
radial. Realizando el mismo procedimiento recuperamos un
hamiltoniano sin dindmica propia que no genera aportes a
la EE.

En resumen la EE del campo de Maxwell serd equivalen-
te a la de dos campos escalares libres sin aportes del modo
de momento angular cero.

El modo / = 0 se corresponde con un campo (1 + 1) di-
mensional no masivo en la semi-recta r > 0 con condiciones
de contorno de Dirichlet en el origen. Su entropia es univer-
sal y logaritmica y viene dada por [16]

Lo (R
6 E\e)

Entonces, el coeficiente logaritmico universal del campo del
16 1 1 :

Ma)f\yell vale 73 =2 X g5 +2 X ¢. Es decir que la EE puede

escribirse como

s =% Lg%

Si=o(R) = (1)

(22)
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Campo de gravedad lineal (espin 2)

Para estudiar el caso del campo tensorial de espin 2 intro-
ducimos los arménicos esféricos tensoriales [14] dados por

T = F & #Yim, (23)
1 A
Tl% = \/5(6 Fr® r)Ylma (24)
2
le A
— VYl , 25
Im 1+1) [P VY] 25
Thm = 2 [FRFX VY] (26)
m I(I+1) ’
1-2)! STT
T2 = 2( VVy, 27
Im (l+2) [ lm)] ) ( )
(l _2)! = STT

Es importante que destacar que los arménicos esféricos
de spin O estan definidos para ! > 0, los de spin 1 paral > 1
y los de spin 2 para [ > 2. Ademads, los subindices S hacen
referencia a la parte simétrica y TT a la parte trasversal al
versor radial 7 y sin traza.

Considerando que el tensor Ay es simétrico, separamos
al campo en las partes escalares hg dada por la componen-
te hoo, la parte vectorial Ay dada por las componentes hg; y
la parte tensorial A7 construida a partir de las componentes
espaciales h;;. Luego, introducimos la expansion en armo-
nicos esféricos de la forma

=Y W0 (r,1)Yim(6,9), (29)
Im
ZZh ()Y, (0,0), (30)
s Im
=Y Y ()T (6,9). 31)
Js Im

Se puede ver que fijando la libertad de gauge asociada a
difeomorfismos lineales se pueden fijar a cero ciertas com-
ponentes de manera que la parte vectorial y tensorial puedan
escribirse como

hy (%,6) = Y hiy (n1)Y75,(6,9) +

Im

hm (r)¥(0,9), (32)

he (%,8) = Y Hiy ()T (6, 9) + Ay (1) T, (6, )
Im

9)— V- 1)I+2)75(6,9)].

Donde /¢, es un grado de libertad asociado a la “direccién”
dada por una la combinacién lineal de los tensores Tl:ne y
2e
Trabajamos nuevamente en el esquema canénico donde
vemos que los campos h9%0, h%  h%" no tienen dindmica pro-

Im> "lm> "lm
pia. Luego, podemos derivar los vinculos asociados a estos

(33)
R ACONEAC
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multiplicadores de Lagrange. Con uno de ellos podemos es-
cribir al campo h?,ln en funcion de 4, de la forma

[—1)(+2)

hOI — 7( hte.
\@ 1

(34)

Quedando solo los campos hl’” y hi¢, como grados de li-
bertad resultantes. A cada uno de estos bajo esta fijacion de
gauge, podemos escribirlo como una contraccion del tensor
de Riemann. Para el caso de h};’l’ tomamos la contraccién
en la direccion “eléctrica - radial - eléctrica - magnética” y
tenemos

him(t,r
_eurvep O'le lm(27 ),
r

Im
R uvpo

erem

=Fin(0,9) (35)
donde Fj,, es una funcién dnicamente de las variables an-
gulares que depende del valor de /'y m. Para el caso de k],
realizamos la contraccién en la direccioén “eléctrica - mag-
nética - eléctrica - magnética”

Hie (t,7)
Im v o plm Im\"»
R =e'm’ePm R/JVPG ot

emem

= Glm(ea(p)

(36)

donde nuevamente Gy, es una funcion unicamente de las
variables angulares que depende del valor de [ y m.

Nuevamente observaremos el caso m = 0. Las funciones
Fio y Gjo pueden escribirse en funcién de los polinomios
asociados de Legendre P;"(0) de la forma

nzl\/l"3 I+1)r

Fio() = 16r2(l+2) et 37)
x (4PFcot0 +P}),
w2 DOI0)
Gol0) = = i s
x {411+ 1)PP2[I(1+ 1) +2]P cot® + [I(1 + 1) +2]P}} .
(38)

Ademéds, el hamiltoniano para / > 2 puede escribirse co-
mo el de dos campos escalares
2

1 = aplm I(1+1
g [ ar|err (GE) 1 >(¢1"">Z]+

I l (7 (aa£e>2+ o (q’;e)z] ’

donde tanto P!™ y ¢/™ como Pi¢ y ¢ son pares de variables
canodnicas conjugadas definidas como

(39)

n.lm
Ve A @
n-te
pm=—\/(I=1)(I+2)h"™, P,’e:%, (41)

con 7111’" y /¢ las momentos canénicos conjugados de hll’”
y hj¢ respectivamente.

Para el caso [ = 0 solo esta definido el arménico esférico
radial y los arménicos tensoriales de espin 0. Para / = 1 no
se encuentran definidos los arménicos tensoriales de espin
2. Realizando el mismo procedimiento para [ > 2 recupe-
ramos un hamiltoniano nulo o sin dindmica propia que no
genera aportes a la EE.

En resumen la EE del campo de gravitatorio lineal serd
equivalente a la de dos campos escalares libres sin aportes
del modo de momento angular / =0y los modos de [ = 1.

Tenemos que la entropia del campo escalar tiene un tér-
mino logaritmico de 91—0. Ademas, el modo [ = 0O tiene una
contribucién logaritmica de % dado que se corresponde
con un escalar no masivo definido sobre una semi-recta en
(14 1) dimensiones.

Entonces, para obtener el término logaritmico del campo
lineal de espin 2 solo necesitamos conocer las caracteristi-
cas de la contribucién asociada a los modos de [ = 1. Estos,
también, se corresponden a campos en (1 + 1) dimensiones
definidos sobre la semi-recta > 0. Sin embargo, el hamil-
toniano ahora tiene la forma

1 [ 2
H= 7/ dr {PZ +(0:9)*+59¢° 42)
2 Jo r
El modelo de [ = 1 es invariante de escala. Sin embargo, a
diferencia del modo ! = 0, contiene un término de potencial
2
V(g)= 2% La EE proviene el entrelazamiento asociado a
fluctuaciones de alta energia alrededor del borde » = R. Por
este motivo, podemos despreciar el término de potencial y
recuperaremos la misma contribucién que en el caso / = 0.
Debido a la ausencia de escalas dimensionales tenemos

1 R
Si—1(R) ~ glog (£> .

Entonces, el coeficiente logaritmico universal del campo
del gravitén linealizado viene dado por % =2x % +2 X
é F2x(2x1+1)x %. Es decir que la EE puede escribirse

ome R\? el R
s 4 (%)~ o (2).

Estos resultados fueron revisados numéricamente con cinco
cifras de precision.

(43)

(44)

Conjetura para spin superior

En vista de los resultados para los campos vectoriales y
tensoriales, es esperable que exista una generalizacién para
particulas de helicidad entera arbitraria 4 en una esfera. En
particular, podria esperarse que la EE sea equivalente a la de
dos campos escalares con los modos asociados a momentos
angulares / = 0,1,...,h — 1 sustraidos. Cada uno de estos
modos tiene un hamiltoniano con un potencial

I(I+1
1+

Vi(9) = (45)

;

Consideramos que este potencial puede ser despreciado
en el limite continuo por argumentos similares a la seccién
anterior. Entonces, cada modo tiene asociada una EE de la
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forma

1
51:glog (Ig) + £(1). (46)

Realizando la sustraccién correspondiente esperamos
que el término universal logaritmico de la EE del campo
de helicidad # esté dado por

1 lhfl
_+_

115K
90 64~

-2
45

(2i+1)

(47)

Este mismo resultado también puede ser obtenido a partir
de argumentos termodindmicos en un espacio De Sitter [17,
18].

IV. DISCUSION

La informacién mutua (MI) en teorfas de campos es una
cantidad definida sin ambigiiedades o divergencias para re-
giones disjuntas. Dadas dos regiones V. y V_ la MI se es-
cribe como

IV, V) =S(Vy)+S(Vo) =SV uvo). (48)

La MI nos da una prescripciéon geométrica para definir
una EE regularizada [19]. En particular, los coeficientes uni-
versales obtenidos para los campos de espin 0, 1 y 2 en las
ecuaciones (11), (22) y (44) respectivamente coinciden con
los de la MI. Esto significa que no son afectados por térmi-
nos de centro en el dlgebra [4] o por contribuciones asocia-
das a grados de libertad en la superficie de la region [20]
(“edge modes”). Podemos escribir la EE regularizada (ver
Fig. 2) como

1
Se(R) = S 1e(Vi, Vo), (49)

donde € es un regulador geométrico que define a V. como
el complemento de la esfera de radio Ry =R+ 5 yaV_
como la regién esférica de radio R =R — %

FIG. 2: Regiones V. y V_ definidas a partir del regulador geomé-
trico.

Por otro lado existe la nocién de que los coeficientes uni-
versales de la EE estdn relacionados con la anomalia confor-
me [6]. En particular, para regiones esféricas en un espacio
de Minkowski esperamos una contribucién de la forma [6,

7]
(50)

R\’ R
S(R)=# (8) +4alog <8>
con a la anomalia proporcional a la densidad de Euler en la
traza del tensor energia-momento en espacios curvos.

Para el caso del campo escalar puede verse que el coefi-
ciente logaritmico calculado mediante la anomalia coincide
exactamente con el valor asociado a la MI.

En cambio, para campo de Maxwell observamos una dis-
paridad entre ambos valores (ver Tabla 1). Esta disparidad
puede ser considerada la contribucién de los “edge modes”
sobre la superficie de la esfera [20]. Mds adecuadamente,
el valor que coincide con la MI est4 asociado con la teoria
libre, mientras que el valor obtenido a partir de la anomalia
requiere el acople con cargas eléctricas y magnéticas “pesa-
das” cerca del UV [21].

TABLA 1: Coeficientes universales para los campos de espin 0, 1
y 2 en una esfera obtenidos a partir de la informacion mutua y la
anomalia conforme.

2 1 a
Espln C%ziv Cuniv
1 1
0 |- | —wm
1 _16 _31
45 45
6l
2 - E -

Para el graviton lineal es diferente. Esto se debe a que la
teoria enunciada en la Sec. II posee simetria conforme solo
“on-shell” [22], es decir cuando se obedecen las ecuaciones
de movimiento dadas por R,y = 0.

Esto impide a priori relacionar el término logaritmico con
la anomalia, debido a que la demostracion de la ecuacién
(50) requiere utilizar un mapeo de Weyl de la esfera en Min-
kowski al “static patch” en De Sitter [7]. Dicho mapeo con-
forme no puede realizase “on shell” debido a que el tensor
de Ricci debe anularse.

Ademis, el campo gravitatorio lineal no posee un ten-
sor energia-momento invariante de gauge debido al teore-
ma de Weinberg-Witten [23]. Esto hace que la definicién de
la anomalia sea menos clara y precisa. Sin embargo, exis-
ten calculos para la contribucién logaritmica de la entro-
pia sobre agujeros negros. En particular para métricas como
Schwarzschild el término logaritmico es proporcional a una
resta de las cargas a y ¢ que se encuentra bien definida a
partir de la accion efectiva [24]. En resumen, la relacion de
la anomalia conforme con los gravitones requiere ser estu-
diada con més detalle.

Por dltimo, deberia ser posible estudiar esta cantidad des-
de un punto de vista holografico. La expresién hologrifica
para la entropia estd dada por la férmula de Ryu-Takayanagi
[25] y sus correcciones cudnticas de primer orden por la en-
tropia de los campos en el “bulk” [26]. En este contexto,
debido a argumentos en el espacio de fases de relatividad
general, existe la nocién que la correccién debido a gravi-
tones solo estd definida para superficies extremales [27]. La
esfera no es una superficie extremal y por eso no es cla-
ro esperar que los resultados obtenidos en este trabajo para
gravitones lineales puedan recuperarse como un limite bien
definido de gravedad cudntica.
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